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Особенности кинетики реактивно-ионного 

травления Si и SiO2 в смеси Cl2+O2 
 

1,2)Ефремов А. М., 1,2)Смирнов С. А., 1,2)Рыбкин В.В., 2)Бетелин В. Б. 

 
1) ФГБОУ ВО «Ивановский государственный химико-технологический университет»,  

amefremov@mail.ru, sas@isuct.ru, rybkin@isuct.ru 
2) ФГУ ФНЦ НИИСИ РАН 

 
Аннотация: Проведено исследование кинетики и механизмов реактивно-ионного травления Si и SiO2 в 

плазме смеси Cl2+O2 в условиях индукционного ВЧ (13.56 МГц) разряда. При совместном использовании 

методов диагностики и моделирования плазмы выявлены механизмы влияния начального состава смеси на 

стационарные электрофизические параметры и состав газовой фазы.  Установлено, что увеличение доли кис-

лорода в плазмообразующем газе приводит к резкому снижению как скоростей травления обоих материалов, 

так и кинетических коэффициентов,  характеризующих гетерогенное взаимодействие – эффективной вероят-

ности и выхода травления. Показано, что причиной последнего эффекта может являться снижение доли сво-

бодных центров адсорбции для атомов хлора из-за окисления продуктов травления в менее летучие соедине-

ния.  

 

Ключевые слова: хлор, кислород, плазма, константа скорости, скорость реакции, концентрация, вероят-

ность взаимодействия. 

 

1. Введение 
Низкотемпературная плазма галогенсо-

держащих газов находит широкое применение в 

технологии интегральной электроники для 

структурирования (размерного травления) раз-

личных неорганических материалов [13]. В 

частности, для процессов реактивно-ионного 

травления (РИТ) кремния и его соединений 

наибольшее распространение получила плазма 

фторуглеродных (CxHyFz) газов и смесей на их 

основе. Широкая номенклатура таких газов 

обеспечивает эффективную оптимизацию тех-

нологических параметров РИТ (скорость, се-

лективность по отношению к материалу маски) 

за счет регулирования баланса скоростей трав-

ления и поверхностной полимеризации [4, 5]. 

Основным недостатком РИТ в среде фторсо-

держащих газов является близкий к изотропно-

му профиль травления кремния, обусловленный 

спонтанной химической реакцией Si + xF  

SiFx [24]. Таким образом, поиск альтернатив-

ных плазмообразующих сред для РИТ кремния 

и его соединений является важной задачей, 

направленной на  совершенствование как самих 

плазмохимических технологий, так и  функцио-

нальных характеристик конечных изделий. 

В настоящее время существует ряд работ, 

посвященных исследованиям процессов РИТ Si 

и SiO2 в плазме хлорсодержащих газов, в част-

ности – в смесях на основе Cl2  [69]. Результа-

ты этих исследований позволяют сформулиро-

вать два основных отличия от процессов, осно-

ванных на химии атомов фтора. Во-первых, 

химическая реакция Si + xCl  SiClx протекает 

по ионно-стимулированному механизму из-за 

низкой летучести продуктов взаимодействия. 

Причиной этого является большой размер атома 

хлора, который  затрудняет его проникновение 

в решетку кремния, при этом частично хлори-

рованные атомы кремния сохраняют связи с 

ближайшими соседями. Соответственно, харак-

терные значения скоростей травления ( 50 

нм/мин) существенно ниже по сравнению со 

фторсодержащей плазмой ( 200 нм/мин) [13]. 

И, во-вторых, добавка кислорода к активному 

газу приводит к снижению скорости травления, 

но к  увеличению анизотропии процесса. Эти 

эффекты обычно относят к образованию на об-

рабатываемой поверхности соединений вида 

SiClxOy, обладающих еще меньшей летучестью 

(более высокой пороговой энергий десорбции) 

по сравнению с SiClx. 

Необходимо отметить, что подавляющее 

большинство упомянутых работ имеют экспе-

риментальную природу и, таким образом, не 

обеспечивают анализа наблюдаемых эффектов 

во взаимосвязи с параметрами газовой фазы. 

Такая ситуация не обеспечивает корректного 

понимания как механизмов гетерогенного взаи-

модействия, так и общих принципов регулиро-

вания выходных характеристик травления при 

варьировании условий обработки (давление 

газа, вкладываемая мощность, начальный со-

став смеси). В наших предшествующих работах 

[1012] было показано, что совместное исполь-

зование методов диагностики и моделирования 

плазмы является эффективным инструментом 

анализа механизмов реактивно-ионных процес-

сов, в том числе – в плазмообразующих смесях 

mailto:amefremov@mail.ru
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на основе Cl2.  В частности, при исследовании 

травления кремния в трехкомпонентной систе-

ме  HBr + Cl2 + O2 [13–15] было найдено, что 1) 

при  бомбардировке поверхности ионами с 

энергиями  300 эВ кинетика травления соот-

ветствует ионно-стимулированной химической 

реакции в режиме лимитирования потоком 

нейтральных частиц; и 2) содержание кислоро-

да в плазмообразующей смеси оказывает суще-

ственное влияние на параметры газовой фазы и 

кинетические коэффициенты гетерогенного 

взаимодействия – эффективную вероятность и 

выход травления.  

Основная идея  данной работы заключа-

лась в  использовании подхода, разработанного 

в работах [10–15], для исследования кинетики 

реактивно-ионного травления  Si и SiO2 в плаз-

ме бинарной смеси Cl2 + O2.  В качестве основ-

ных целей исследования выступали 1) анализ 

механизмов влияния начального состава смеси 

на электрофизические характеристики плазмы и 

концентрации активных частиц; 2) установле-

ние взаимосвязей между параметрами газовой 

фазы и кинетическими характеристиками гете-

рогенного взаимодействия; и 3) проверка гипо-

тезы об изменении состава продуктов травле-

ния при варьировании содержания кислорода в 

смеси.  

 

2. Методическая часть 
Эксперименты проводились в плазмохи-

мическом реакторе планарного типа (в верхним 

расположением плоского индуктора), конструк-

ция которого подробно описана в наших рабо-

тах [10–15]. Плазма возбуждалась на частоте 

13.56 МГц. В качестве постоянных  параметров 

эксперимента выступали давление газа (𝑝 = 6 

мтор), общий расход газа (𝑞 = 40 см3/мин при 

станд. усл.), вкладываемая мощность (𝑊 = 700 

Вт) и мощность смещения на нижнем электроде 

(𝑊𝑑𝑐= 200 Вт). Смещение  обеспечивалось не-

зависимым ВЧ (12.56 МГц) генератором и зада-

вало энергию бомбардирующих ионов 𝜀𝑖 через 

величину напряжения смещения −𝑈𝑑𝑐 . В каче-

стве варьируемого параметра  использовался 

начальный состав плазмообразующей смеси Cl2 

+ O2, регулирование которого осуществлялось 

изменением парциальных расходов газов-

компонентов смеси. Так, варьирование 𝑞𝑂2  в 

диапазоне 0–30 см3/мин обеспечивало увеличе-

ние доли кислорода в смеси 𝑦𝑂2 = 𝑞𝑂2 𝑞⁄  до 

75%.  

Для диагностики плазмы использовался 

двойной зонд Лангмюра (DLP2000, Plasmart 

Inc.). Обработка зондовых вольт-амперных ха-

рактеристик с использованием известных по-

ложений теории двойного зонда [16] обеспечи-

вала данные по температуре электронов (𝑇𝑒) и 

плотности ионного тока (𝐽+).  

Измерение скоростей травления Si и SiO2 

проводили на фрагментах неокисленных и тер-

мически окисленных кремниевых пластин раз-

мером  4 см2, которые располагали в центре 

нижнего электрода. Малый размер образцов 

позволял исключить загрузочный эффект и, 

таким образом, проводить процесс травления в 

кинетическом режиме. Температуру образца 

стабилизировали на уровне  17 0С. Скорости 

травления определяли как  𝑅 = ∆ℎ 𝜏⁄ , где ∆ℎ – 

высота ступеньки травления на границе маски-

рованной  и немаскированной областей, изме-

ренная с помощью профилометра Alpha-Step 

500 (Tencor), и  𝜏   = 2 мин – время обработки. 

Близкий к линейному характер зависимостей 

∆ℎ = 𝑓(𝜏) свидетельствовал  о стационарном 

режиме травления. Для маскирования исполь-

зовали фоторезист AZ1512 толщиной   1.5 

мкм. 

Для определения электрофизических па-

раметров и состава плазмы использовалась 0-

мерная кинетическая модель с маквэлловской 

аппроксимацией функции распределения элек-

тронов по энергиям [17, 18]. Алгоритм модели-

рования базировался на совместном решении 

уравнений химической кинетики для нейтраль-

ных и заряженных частиц в квазистационарном 

приближении. Принципы создания таких моде-

лей и вопросы их применимости для описания 

плазмы низкого (𝑝 < 50 мтор) давления (в том 

числе – в Cl2 и O2) подробно рассмотрены в 

предшествующих работах [19, 20]. Кинетиче-

ская схема (набор реакций и соответствующих 

констант скоростей, см. Табл. 1)  была заим-

ствована из наших работ  по исследованию па-

раметров и состава плазмы HBr + Cl2 + O2 [13–

15]. Входными параметрами модели служили 

экспериментальные данные по 𝑇𝑒 и 𝐽+. В каче-

стве выходных параметров выступали средние 

по объему плазмы концентрации нейтральных и 

заряженных (электроны, положительные и от-

рицательные ионы) частиц,  а также плотности 

их потоков на поверхность обрабатываемого 

материала. 

 

Основные реакции с участием нейтральных частиц в плазме смеси Cl2 + O2 

Таблица 1 

Реакция 𝑘 Реакция 𝑘 

1. Cl2 + e → 2Cl + e 𝑓(𝑇𝑒) 10. 2ClO → Cl2 + O2 1.510-13 
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2. O2 + e → 2O + e 𝑓(𝑇𝑒) 11. Cl → Clads 

Clads + Cl → Cl2 

Clads + O → ClO 

𝑓(𝛾), 𝛾 = 0.05 

3. O2 + e → O + O(1D) + e 𝑓(𝑇𝑒) 
4. O + e → O(1D) + e 𝑓(𝑇𝑒) 
5. ClO + e → Cl + O + e 𝑓(𝑇𝑒) 12. O → Oads 

Oads + O → O2 

Oads + Cl → ClO 

𝑓(𝛾), 𝛾 = 0.1 

6. Cl2 + O → ClO + Cl 3.010-13 

7. Cl2 + O(1D) → ClO + Cl 3.610-11 

8. ClO + O → O2 + Cl 7.010-11 13. O(1D) → O 𝑓(𝛾), 𝛾 = 1 

9. ClO + O(1D) → O2 + Cl 1.010-10 
Примечание: константы скоростей R6–R10 в см3/с 

 

3. Результаты и обсуждение 
Эксперименты показали, что увеличение 

доли кислорода в  смеси сопровождается моно-

тонным снижением скоростей травления Si (49–

8 нм/мин, или в  6 раз при 0–75% O2) и SiO2 

(16–5.3 нм/мин, или в  3 раза при 0–75% O2), 

при этом характер обеих зависимостей отлича-

ется от простого эффекта разбавления (рис. 

1(а)).  Отметим также, что селективность трав-

ления в системе Si/SiO2 снижается в диапазоне 

3.1–1.5 при 𝑦𝑂2   = 0–50%, а затем сохраняет 

постоянное значение вплоть до 75% O2. 
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Рис. 1. Абсолютные скорости (а) и вклад химической 

составляющей в общую скорость травления (б): 1–Si; 

2–SiO2; 3– селективность Si/SiO2. 
 

Из литературы [7, 21] известно, что сум-

марная скорость реактивно-ионного процесса 

может быть представлена как 𝑅 = 𝑅𝑝ℎ𝑦𝑠 +

𝑅𝑐ℎ𝑒𝑚, где 𝑅𝑝ℎ𝑦𝑠– скорость распыления  хими-

чески не модифицированных атомов поверхно-

сти ионной бомбардировкой, и 𝑅𝑐ℎ𝑒𝑚– скорость 

ионно-стимулированной химической реакции. 

Очевидно, что ненулевые скорости травления в 

плазме чистого O2 ( 5 нм/мин для Si и  3.5 

нм/мин для SiO2) не могут быть обусловлены 

химическим механизмом и представляют собой 

𝑅𝑝ℎ𝑦𝑠. Корректировка этих величин с учетом 

изменения энергии бомбардирующих ионов 

(294–301 эВ при 0–75% O2) и последующий 

расчет 𝑅𝑐ℎ𝑒𝑚 = 𝑅 − 𝑅𝑝ℎ𝑦𝑠 позволяет заключить, 

что вплоть до 50% O2 доминирующим меха-

низмом травления обоих материалов является 

ионно-стимулированная химическая реакция 

(Рис. 1(б)). Таким образом, именно изменение 

𝑅𝑐ℎ𝑒𝑚 определяет наблюдаемый характер зави-

симостей скоростей травления Si и SiO2 от 

начального состава смеси.  

При анализе кинетики ионно-

стимулированных химических реакций в би-

нарных газовых смесях вопросом первостепен-

ной важности является влияние начального со-

става смеси на параметры электронной (темпе-

ратура электронов, концентрация электронов) и 

ионной (плотность потока ионов, энергия ион-

ной бомбардировки) компонент газовой фазы. 

Очевидно, что первая составляющая определяет 

скорости образования активных частиц в объе-

ме плазмы, а вторая - эффективность гетероген-

ных стадий, инициируемых ионной бомбарди-

ровкой. При диагностике плазмы было найдено, 

что увеличение 𝑦𝑂2  сопровождается ростом 

температуры электронов (𝑇𝑒 = 3.0–3.4 эВ при 0–

75% O2), но снижением величин 𝑛+ и 𝑛е 
(1.21011–8.81010 см-3 и 8.91010–7.41010 см-3, 

соответственно, при 0–75% O2) (рис. 2(а)). При-

чиной первого эффекта являются более высокие 

потери энергии электронов при столкновениях 

с молекулами Cl2, которые  отличаются низко-

пороговым электронным возбуждением (𝜀𝑡ℎ ~ 

2.5 эВ для Cl2 + e  Cl2
*(B3) + e) и ионизаци-

ей (𝜀𝑡ℎ ~ 11.5 эВ для Cl2 + e  Cl2
+ + 2e) с высо-

кими ( 1016 см2) сечениями  соответствующих 

процессов [22]. Изменение концентраций элек-

тронов и положительных ионов обусловлено 

снижением суммарной частоты ионизации 

(𝜈𝑖𝑧 = 1.4105–7.8104 с-1 при 0–75% O2). Так 

как величина 𝜈𝑖𝑧 однозначно определяется ки-

нетикой ионизации атомов и молекул хлора, ее 

поведение следует изменению концентраций 

этих частиц (рис. 3). Из рис. 2(б) можно видеть 

также, что добавление кислорода приводит к 

незначительному росту отрицательного смеще-

ния на нижнем электроде (−𝑈𝑑𝑐 = 275–281 В 

при 0–75% O2), но к снижению параметра 
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√𝑀𝑖𝜀𝑖Γ+, характеризующего эффективность 

ионной бомбардировки. Это обеспечивается 

уменьшением массы бомбардирующих ионов 

𝑀𝑖 в условиях Γ+ const. 
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Рис. 2. Электрофизические параметры плазмы в сме-

си Cl2 + O2: 1–температура электронов; 2 – суммар-

ная концентрация положительных ионов; 3 – концен-

трация электронов; 4 – напряжение смещения  на 

нижнем электроде; и 5 – параметр √𝑀𝑖𝜀𝑖Γ+, характе-

ризующий эффективность ионной бомбардировки. 

 

При анализе кинетики нейтральных ча-

стиц было найдено, что характерной особенно-

стью плазмы Cl2 в исследованном диапазоне 

условий являются высокие степени диссоциа-

ции исходных молекул, обеспечивающие 𝑛𝐶𝑙 > 

𝑛𝐶𝑙2(рис. 3). Причиной этого является высокая 

константа скорости R1 (𝑘1  1.210-8 см3/с при 

𝑇𝑒 = 2.5 эВ), обусловленная низкой пороговой 

энергий (𝜀𝑡ℎ  3 эВ) и высоким сечением этого 

процесса. Увеличение доли O2 в смеси сопро-

вождается незначительным ростом частоты 

диссоциирующих столкновений электронов с 

молекулами Cl2 (𝑘1𝑛𝑒 = 962–996 c-1 при 0–75% 

O2), но приводит к резкому  снижению скорости 

R1 (в 7 раз при 0–75% O2, см. рис. 3) из-за 

аналогичного изменения 𝑛𝐶𝑙2 . Последний эф-

фект обусловлен быстрым расходованием этих 

частиц в процессах R6 и R7. В то же время, 

максимальный вклад R6 и R7 в общую скорость 

генерации атомов хлора не превышает 10% в 

области  𝑦𝑂2  >  50%. Причина этого связана с 

низкими скоростями образования O и O(1D) по 

R2 и R3 (из-за 𝑘2 + 𝑘3 << 𝑘1), а также с высо-

кими скоростями гетерогенной рекомбинации 

атомов кислорода в R11–R13. Значительно 

большей эффективностью с точки зрения обра-

зования атомов хлора обладают реакции с уча-

стием молекул ClO – R5, R8 и  R9. Основным 

источником этих частиц являются гетерогенные 

процессы вида Cl + O  ClO в составе R11 и 

R12, на которые расходуется более 50% атомов 

кислорода, образующихся по R2 и R3. Кроме 

этого, из Табл. 1 можно видеть, что константы 

скоростей R8 и R9 на порядок величины пре-

вышают значения для аналогичных процессов с 

участием Cl2. В результате, суммарный вклад 

𝑅5 + 𝑅8 + 𝑅9  в общую скорость образования 

атомов хлора достигает 50% при 75% O2. В то 

же время, противоположное действие на вели-

чину 𝑛𝐶𝑙 оказывает рост частоты их гетероген-

ной рекомбинации из-за 𝑘12 > 𝑘11. Поэтому ре-

зультирующее изменение концентрации атомов 

хлора (в  4 раза при 0–75% O2) соответствует 

изменению начального состава смеси. 
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Рис. 3. Скорости образования атомов хлора (сплош-

ные линии) и концентрации хлорсодержащих частиц 

(пунктир). Цифры на кривых соответствуют номерам 

реакций в Табл. 1. 

Сравнение данных рис. 1 и 3 позволяет 

заключить, что снижение 𝑅𝑐ℎ𝑒𝑚 при изменении 

начального состава смеси (в  14 раз для Si и в 

 6 раз для SiO2 при 0–75% O2) является более 

резким по сравнению с изменением плотности 

потока атомов хлора Γ𝐶𝑙 ≈ 0.25𝑛𝐶𝑙𝜐𝑇, где 𝜐𝑇 – 

скорость теплового движения атомов в услови-

ях малых изменений температуры газа. Оче-

видно, что такая ситуация соответствует 

уменьшению эффективной вероятности взаи-

модействия атомов хлора с обрабатываемой 

поверхностью 𝛾𝑅 = 𝑅𝑐ℎ𝑒𝑚 Γ𝐶𝑙⁄ , как показано на 

рис. 4(а).  
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Рис.4. Кинетические характеристики гетероген-

ного взаимодействия  (а) и отношения плотностей 

потоков активных частиц (б). На рис. а): эффективная 

вероятность взаимодействия (1, 3) и выход травления 

(2, 4) для Si (1, 2) и SiO2 (3, 4). На рис. б): 5 – X = Cl; 

6 – X = O. 

 

Из литературы [10, 21, 23] известно, что 

эффективная вероятность ионно-

стимулированного гетерогенного процесса мо-

жет быть представлена как 𝛾𝑅 = 𝑠0(1 − 𝜃), где 

𝑠0 – вероятность локализации атома хлора на 

свободном центре адсорбции, а 𝜃 – доля таких 

центов, занятых продуктами взаимодействия. 

Поэтому можно полагать, что в условиях посто-

янства температуры поверхности и при доми-

нировании ионного механизма очистки 𝜃  

Γ𝐶𝑙 √𝑀𝑖𝜀𝑖Γ+⁄ . Из рис. 4(б) можно видеть, что 

увеличение доли O2 в смеси сопровождается 

монотонным снижением параметра 

Γ𝐶𝑙 √𝑀𝑖𝜀𝑖Γ+⁄ . Это указывает на увеличение доли 

свободных центров (1 − 𝜃) и противоречит 

наблюдаемым изменениям 𝛾𝑅 для Si и SiO2. Та-

ким образом, реальный механизм травления 

включает дополнительные гетерогенные про-

цессы, влияющие на величину 𝛾𝑅, но не связан-

ные с химией атомов хлора. Основываясь на 

результатах предшествующих работ, можно 

полгать, что таким процессом является окисле-

ние хлоридов кремния в менее летучие окси-

хлоридные соединения. Соответственно, общая 

схема гетерогенного взаимодействия на приме-

ре Si может быть представлена как: 

 

Si(s.) + xCl  SiClx(s.)             (R14) 

SiClx(s.) + O  SiClxOy(s.)          (R15) 

SiClx(s.) 
ионы
→    SiClx                        (R16) 

SiClxOy (s.) 
ионы
→    SiClxOy ,          (R17) 

 

где индекс (s.) отвечает состоянию ча-

стицы на поверхности. Полагая, что скорость 

R15 пропорциональна плотности потока атомов 

кислорода Γ𝑂, а скорость R17 определяется ве-

личиной √𝑀𝑖𝜀𝑖Γ+, увеличение  параметра 

Γ𝑂 √𝑀𝑖𝜀𝑖Γ+⁄  (рис. 4(б)) свидетельствует о 

накоплении окисленных форм продуктов на 

обрабатываемой поверхности. Принимая во 

внимание также а) снижение скоростей R14 и 

R16 из-за снижения плотности потока атомов 

хлора; и б) низкую скорость R17 по сравнению 

с R16 из-за высокой пороговой энергии десорб-

ции SiClxOy, можно уверено говорить об увели-

чении доли окисленных хлоридов кремния в их 

общей массе и, следовательно, о снижении эф-

фективной летучести продуктов травления. Как 

следствие,  увеличение 𝑦𝑂2   сопровождается 

снижением величин  (1 − 𝜃) и 𝛾𝑅. 

Другой подход к анализу кинетики РИТ 

рассматривает такие процессы как химически-

стимулированное распыление. Основной кине-

тической характеристикой гетерогенного взаи-

модействия здесь является  выход травления 

𝑌𝑅 = 𝑅 Γ+⁄ . Из рис. 4(а) можно видеть, что до-

бавление кислорода приводи к снижению в 𝑌𝑅, 

которое не объясняется  изменением энергии 

бомбардирующих ионов. Поэтому можно пред-

положить, что с ростом 𝑦𝑂2  имеет место изме-

нение свойств распыляемой поверхности в сто-

рону увеличения пороговой энергии распыле-

ния. Это предположение полностью согласуется 

с предложенным выше механизмом травления, 

в частности -  с увеличением доли труднолету-

чих окисленных форм хлоридов кремния в про-

дуктах химического взаимодействия. Таким 

образом, факт влияния кислорода на гетероген-

ные стадии процессов травления Si и SiO2 в 

плазме смеси Cl2 + O2 можно считать достовер-

но установленным.  

Публикация выполнена в рамках госу-

дарственного задания ФГУ ФНЦ НИИСИ РАН 

(проведение фундаментальных научных иссле-

дований) по теме № 0065-2019-0006 «Фунда-

ментальные и прикладные исследования в об-

ласти субволновой голографической литогра-

фии, физико-химических процессов травления 

3D нанометровых диэлектрических структур 

для развития критических технологий произ-

водства ЭКБ». 
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Features of Si and SiO2 reactive-ion etching 

kinetics in Cl2 + O2 gas mixture  
 

Efremov A. M., Smirnov S. A., Rybkin V. V., Betelin V. B.  
 
Abstract: The investigation of kinetics and mechanisms for Si and SiO2 reactive-ion etching processes in induc-

tively-coupled rf (13.56 MHz) Cl2+O2 plasma was carried out. The combination of plasma diagnostics and modeling 

tools allowed one to determine the influence of initial mixture composition on both electro-physical plasma parame-

ters and steady-state densities of plasma active species.  It was shown that an increase in O2 fraction in a feed gas 

results in a rapid decrease in etching rates for both materials as well as reduces the kinetic coefficients characterizing 

the heterogeneous interaction pathways, such as effective reaction probability and etching yield. It was found that the 

last phenomenon is connected with a decrease in the fraction of free adsorption sited for Cl atoms due to the oxida-

tion of reaction products into the lower volatile compounds.   

 

Keywords: chlorine, oxygen, plasma, rate coefficient, reaction rate, density, reaction probfbility. 
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Собственные значения гамильтониана 

Изинга с дальнодействием 
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Аннотация. Получены аналитические выражения для собственных значений гамильтониана модели 

Изинга на гиперкубической решетке. Собственные значения многомерного гамильтониана выражаются через 

константы взаимодействия между спинами и собственные значения одномерного гамильтониана (выражения 

для этих последних хорошо известны). Собственные векторы многомерного гамильтониана вычисляются как 

кронекеровы произведения собственных векторов одномерного гамильтониана. В случае периодических гра-

ничных условий строгие выражения могут быть получены, когда учитывается взаимодействие с неограни-

ченно большим числом соседних спинов. Мы приводим выражения для собственных значений двумерного и 

трехмерного гамильтонианов, когда учитывается взаимодействие со спинами пяти ближайших координаци-

онных сфер. Для свободных границ собственные значения двумерного и трехмерного гамильтонианов выра-

жаются через собственные значения одномерной модели только в двух исключительных случаях. 

Ключевые слова: модель Изинга, гиперкубическая решетка, собственные значения и соб-

ственные векторы 

 

1. Введение 

Модель Изинга постоянно находится в фо-

кусе внимания исследователей. Отчасти это 

связано с тем, что модель является удобным 

объектом для проверки новых методов вычис-

ления свободной энергии и критических харак-

теристик. Отчасти – с тем, что, несмотря на 

кажущуюся простоту, в ряде случаев модель не 

поддается точному решению уже около ста лет. 

Обзор различных подходов к исследованию 

модели Изинга и полученных при этом резуль-

татов можно найти в [1]. Приложениям к изуче-

нию фазовых переходов в конденсированных 

средах посвящена книга [2]. Приложениям в 

теории спиновых стекол и нейронных сетей 

посвящена монография [3], а связям модели 

Изинга с задачами оптимизации - коллективная 

монография [4]. 

В нашей работе получены точные выраже-

ния для собственных значений модели Изинга 

на гиперкубической решетке, когда учитывается 

взаимодействие с произвольным числом бли-

жайших соседей. Изучена зависимость резуль-

татов от типа граничных условий. Наша работа 

близко примыкает к исследованиям [5]. 

Для спинов, взаимодействие с которыми 

учитывают в задаче, обычно используют сло-

весные характеристики: nearest neighbors, next 

neighbors and next-next neighbors. В наших рас-

смотрениях будут возникать спины, отстоящие 

от начального спина очень далеко. Чтобы не 

наращивать многократно приставку «next-», 

будем пользоваться номерами координацион-

ных сфер, в которые объединяются узлы решет-

ки [6,7]. Для заданного начального узла k -я 

координационная сфера включает все узлы ре-

шетки, отстоящие от начального узла на рас-

стояние, занимающее k -е место в возрастаю-

щей  последовательности всех различных рас-

стояний между узлами. Спины в узлах k -й ко-

ординационной сферы одинаково взаимодей-

ствуют со спином в начальном узле – соответ-

ствующую константу взаимодействия будем 

обозначать 
kw . Координационные сферы с не-

большими значениями номеров k  именуют 

приведенными выше словесными характери-

стиками: nearest neighbors – это в точности 1-я 

координационная сфера, next neighbors - 2-я 

координационная сфера, next-next neighbors - 3-

я.  Мы будем пользоваться как номерами коор-

динационных сфер, так и общеупотребитель-

ными названиями. 

Во втором разделе изучается одномерная 

модель Изинга. Вводятся матрицы ( )kJ , отве-

чающие учету взаимодействия со спинами 

только k -й координационной сферы. В случае 

периодических граничных условий все такие 

матрицы коммутируют. Тогда легко получить 

выражение для собственных значений одно-

мерного гамильтониана 1 ( )kk
w kH J , когда 

учитывается взаимодействие со спинами не-

скольких координационных сфер. Иная ситуа-

ция в случае свободных границ. Для этого слу-

чая будем снабжать значком «тильда» матрицы 

связи, их собственные значения и собственные 

mailto:kryzhanov@mail.ru
mailto:litin@mail.ru
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векторы. Матрицы ( )kJ  не коммутируют друг с 

другом, и значит нельзя выразить собственные 

значения матрицы 
1 ( )kk

w kH J  через соб-

ственные значения отдельных матриц ( )kJ . 

Здесь известны только выражения для соб-

ственных значений  
1

n

i  матрицы (1)J , которая 

отвечает  учету взаимодействия 
1w  с ближай-

шими соседями. 

В третьем разделе мы анализируем двумер-

ную и трехмерную модели Изинга с периодиче-

скими граничными условиями. Для двумерной 

модели учитывается взаимодействие со спина-

ми первой и второй координационных сфер. 

Для трехмерной модели сверх того учитывается 

взаимодействие еще и со спинами третьей ко-

ординационной сферы. Выбор сравнительно 

простых вариантов двумерной и трехмерной 

моделей Изинга обусловлен следующим. Во-

первых, здесь мы детально излагаем метод, 

позволяющий выразить собственные значения 

многомерного гамильтониана через константы 

взаимодействия и собственные значения одно-

мерного гамильтониана. Изложение является 

многоэтапным, поэтому лучше проводить его 

на сравнительно простом материале. Во-

вторых, полученные здесь результаты в полном 

объеме справедливы для тех же вариантов мо-

дели Изинга и в случае свободных границ – это 

будет показано уже в следующем, четвертом 

разделе. Там же будет установлено, что для 

свободных границ распространить эти резуль-

таты на большее число соседей невозможно. 

Наконец, в пятом разделе излагается еще 

один метод вычисления собственных значений 

многомерного гамильтониана Изинга. Метод 

базируется на представлении собственного век-

тора многомерной задачи в виде кронекерова 

произведения собственных векторов одномер-

ной модели Изинга. Метод особенно эффекти-

вен, когда в многомерной модели учитывают 

взаимодействие со спинами, принадлежащими 

большому числу координационных сфер. Для 

случая периодических граничных условий 

здесь получены точные выражения для соб-

ственных значений гамильтониана, когда для 

планарной и кубической решеток учитывается 

взаимодействие со спинами, принадлежащими 

пяти ближайшим координационным сферам. 

Полученные результаты могут быть полезны 

при исследовании спектральной плотности 

многомерной модели Изинга и ее зависимости 

от параметров взаимодействия между спинами. 

Найденные точные выражения для собственных 

энергий могут быть востребованы при вычис-

лении свободной энергии. 

2. 1D-модель Изинга 
 

Рассматривается одномерная модель Изинга, 

которой описывается линейная цепочка n  по-

следовательно связанных спинов 1is   , 

1,..,i n .  В первом пункте изучаются перио-

дические граничные условия, когда  цепочку 

спинов замыкают в кольцо: последний, n -й 

спин цепочки, объявляют ближайшим соседом 

первого спина «слева»; предпоследний, ( 1)n  -

й спин цепочки оказывается вторым соседом 

первого спина слева и т.д.  Здесь имеется не-

сколько строгих результатов. Во втором пункте 

раздела рассматриваются свободные границы, 

когда никаких дополнительных условий на по-

следние спины цепочки не накладывается.  

 

2.1. Периодические граничные усло-

вия   
 

Обозначим ( )kJ  матрицу связи  одномерной 

модели, которой учитывается взаимодействие 

только со спинами k -й координационной сфе-

ры. Матрицы (1)J  и (2)J , например, имеют 

вид: 

0 1 0 0 . . 1

1 0 1 0 . . 0

0 1 0 1 . . 0
(1)

. . . . . . .

0 0 . . 1 0 1

1 0 0 . . 1 0

 
 
 
 

  
 
 
 
 

J , 

0 0 1 0 . 1 0

0 0 0 1 . . 1

1 0 0 0 . . 0
(2)

. . . . . . 1

1 0 . 1 0 0 0

0 1 0 . 1 0 0

 
 
 
 

  
 
 
 
 

J . 

Вообще, ( )kJ  есть симметричная матрица, у 

которой  единицы заполняют k -ю  и ( )n k -ю 

наддиагонали, параллельные главной диагонали 

матрицы.  Поскольку выполняется тождество 

( ) ( )k n k J J , ограничим интервал изменения 

индекса k : 0
2

n
k k

 
   

 
.  С помощью  матриц 

  0

1
( )

k
kJ  легко записать матрицу гамильтониана 

одномерной модели, в которой  учитывается 

взаимодействие 
1w  со спинами первой коорди-

национной сферы, взаимодействие 
2w  со спи-

нами второй координационной сферы, и так 
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далее – взаимодействие 
kw  со спинами k -й 

координационной сферы:  

1 1 2(1) (2) ... ( )kw w w k      H J J J . (1) 

Займемся задачей на собственные значения 

матрицы (1)J . Соответствующая система урав-

нений имеет вид: 

2 1

1 3 2

1 1

0 0 ...

0 ... 0

.. .. .. .. .. .. .. .. .. ..

0 0 ... 0

n

n n

x x x

x x x

x x x







   

   

  

.  (2) 

Решение системы уравнений (2) хорошо из-

вестно [5, 10]: 

(1) 2cos( )i i  , 
2 ( 1)

i

i

n





 , 1,..,i n .  (3) 

Собственные векторы системы (2) тоже извест-

ны [5], [11]. Поскольку почти все собственные 

значения (3) дважды вырождены, собственные 

векторы можно записать по-разному. Наиболее 

удобным представляется следующий вид соб-

ственных векторов:  
(1)

(2)

( )

i

i

i

n

i

f

f

f

 
 
 
 
  
 

f ,

( ) cos( 1) sin( 1)

, 1,2,..., .

j i i
i

j j
f

n

i j n

   




   (4) 

Получим теперь выражение для собственных 

значений матрицы ( )kJ  когда 1k  .  Возводя 

матрицу (1)J  в целую степень, получим соот-

ношения: 
2

3

4 2

(2) (1) 2

(3) (1) 3 (1)

(4) (1) 4 (1) 2 ,

  

  

    

J J I

J J J

J J J I

     (5)  

где (1,1,..,1)I diag  - единичная ( )n n -

матрица. Покажем, что при любом значении k  

матрица ( )kJ  будет полиномом от матрицы 

(1)J . Воспользуемся равенством, которое легко 

проверить самостоятельно: 

( ) ( ), когда
( ) ( )

(2 ) 2 , когда

k l k l k l
k l

k k l

   
  

  

J J
J J

J I
.  (6) 

Пусть для всех l k  показано, что матрица 

( )lJ  есть полином от матрицы (1)J . Тогда из 

равенства (6) получаем, что и для любого зна-

чения k l  матрицу ( )k lJ  можно предста-

вить в виде полинома от (1)J . Поскольку при 

любом значении k матрица ( )kJ  является по-

линомом от матрицы (1)J , матрицы ( )kJ  ком-

мутируют друг с другом, и значит все эти мат-

рицы обладают одним и тем же набором соб-

ственных векторов (4). 

Теперь получим выражения для собствен-

ных значений матрицы ( )kJ , которые будем 

обозначать как  
1

( )
n

i i
k


. Используя первое из 

соотношений (5) получаем:    
2(2) (1) 2 2cos(2 )i i i       

Аналогично, с помощью второго соотношения 

(5) получаем, что (3) 2 cos(3 )i i    . Используя 

(6) теперь легко доказать, что и для всякого k  

выполняется  равенство:   

( ) 2 cos( ), 1,2,...,i ik k i n     .    (7) 

Действительно, пусть равенство (7) справедли-

во для всех l k . Тогда с помощью соотноше-

ния (6) получаем: 

( ) ... 2 cos(( ) )i ik l k l      . 

Подведем итог: единая для всех матриц 

( )kJ  система собственных векторов   
1

n

if  поз-

воляет вычислить собственные значения одно-

мерного гамильтониана 
1H  (1): 

1 1

1

( ) (1) ... ( )

2 cos( ), 1,2,..., .

i i k i

k

l il

w w k

w l i n

  




   

 

H
 (8) 

 

 2.2. Свободные границы  

 
В этом случае все характеристики матрицы 

связи снабдим значком «тильда». При построе-

нии матрицы ( )kJ , являющейся аналогом мат-

рицы ( )kJ , учитывают взаимодействие каждого 

спина только с реальным k -м соседом в одно-

мерной цепочке, и замыкания цепочки в кольцо 

не происходит. Матрица ( )kJ  симметрична, у 

нее отлична от нуля  k -я наддиагональ (и сим-

метричная поддиагональ). Характерная для пе-

риодических граничных условий ( )n k -я над-

диагональ здесь отсутствует. 

Для этих матриц известно выражение для 

собственных значений и собственных векторов 

(1)J  [12, 13]: 

 (1) 2 cosi i   , где 
1

i

i

n








,      (9.1) 

а также собственные векторы: 
(1)

(2)

( )

i

i

i

n

i

f

f

f

 
 
 
 
  
 

f ,  где 
( ) 2

sin( )
1

, 1,2,.., .

j

i if j
n

i j n




 


 

 (9.2) 

Формулы (9), равно как и (3) - (4), можно полу-

чить с помощью несложной тригонометрии. 

Оказывается, матрицы данного типа не ком-

мутируют друг с другом (легко убедиться само-

стоятельно). Это означает, что каждая матрица 

( )kJ обладает индивидуальным набором соб-

ственных векторов, и все эти наборы различны 



14 
 

  

  

– а значит, не существует базиса, в котором все 

матрицы ( )kJ  приводятся к диагональному 

виду одновременно. Соотношения типа (8) 

здесь невозможны. Это сильно ограничивает 

получение точных результатов для матриц дан-

ного типа в двумерной и трехмерной моделях 

Изинга. Грубо говоря, в случае периодических 

граничных условий собственные значения мно-

гомерной задачи выражаются через собствен-

ные значения одномерной модели  
1

(1)
n

i  при 

учете взаимодействия со спинами любого числа 

координационных сфер. Для свободных границ 

подобное возможно только в двух исключи-

тельных случаях – см. конец следующего раз-

дела. 

Замечание. В каждой строке (и столбце) 

матрицы ( )kJ  стоят две единицы. Однако так 

будет не всегда: при четном 2n m  и k m  

нижняя наддиагональ совпадает с верхней: 

k m n k   . У такой матрицы в каждой строке 

стоит всего одна единица – см. пример для слу-

чая 6, 3n k  :  

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1
( 3)

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

k

 
 
 
 

   
 
 
 
 

J . 

Здесь возникает противоречие: формула (7) дает 

 (3) 2cos ( 1) 2i i      , 1,2,..i n , а пря-

мым вычислением получаются вдвое меньшие 

собственные значения: (3) 1i   . 

Когда n  достаточно велико, матрица 

( / 2)nJ практически не возникает в рассмотре-

ниях - см. следующие два раздела. Однако, во-

обще говоря, это противоречие необходимо 

устранить. Можно слегка изменить алгоритм 

формирования матриц ( )kJ : не проставлять 

единицы вдоль k -й и ( )n k -й наддиагоналей, 

а прибавлять единицу к матричным элементам 

на этих наддиагоналях. Такая формулировка 

автоматически приведет к появлению двоек на 

месте единиц в рассматриваемых матрицах, и 

не затронет остальные матрицы. 

3. 2D- и 3D-модели Изинга с 

периодическими граничными 

условиями: простой случай 

Здесь анализируются сравнительно простые 

варианты двумерной и трехмерной модели 

Изинга с периодическими граничными услови-

ями. Для двумерной модели учитывается взаи-

модействие со спинами первой и второй коор-

динационных сфер (п.1). Для трехмерной моде-

ли учитывается взаимодействие со спинами 

первой, второй и третьей координационных 

сфер (п.2). 

Условимся об обозначениях. Для обеих ре-

шеток спины первой координационной сферы 

отстоят от начального спина на расстояние реб-

ра решетки, длина которого принимается рав-

ной 1. Константу взаимодействия с этими спи-

нами обозначим 
1w . Спины второй координа-

ционной сферы отстоят от начального спина на 

расстояние 2  (см. рис.1).  Константу взаимо-

действия с ними обозначим 
2w . Для кубической 

решетки потребуется еще и третья координаци-

онная сфера, на расстоянии  3  от начального 

спина (см. рис.2). Константу взаимодействия с 

ними обозначим 
3w . 

Символами 
1A , 

1B , 
1C … обозначаются 

( )n n -матрицы, составленные из взвешенных 

сумм матриц ( )kJ  наподобие (1). Нижний ин-

декс «1» указывает на то, что эти матрицы свя-

заны с одномерной моделью Изинга. Кроме 

того, возникнут  2 2n n -матрицы, описываю-

щие взаимодействие в двумерной модели Изин-

га. Эти матрицы снабжаются нижним индексом 

2: 
2A , 

2B , 
2C . Наконец,  3 3n n - матрица 

3A  

описывает взаимодействие в кубической моде-

ли Изинга (см. п. 2). 

И последнее: упростим обозначение для 

собственных значений матрицы (1)J - вместо

(1)i  будем писать 
i . Этим упрощением будем 

пользоваться до конца статьи. 

1. Полное число спинов в двумерной модели 

Изинга равно 2n , где n  - число спинов на ребре 

квадрата. Соответствующую  2 2n n -матрицу 

связи обозначим 
2A .  Выпишем в явном виде 

ее первые n  строк: 
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1 1 1 2 2 1 2 2

1 1 2 1 2 2 1 2

1 1 2 1 2 2 1 2

1 1 2 2 1 2 2 1

0 0 0 00 0

0 0 0 00 0

0 0 0 0 0 0 00 0

0 0

0 0... 0 0 0... 0 0...0 0

nn n

w w w w w w w w

w w w w w w w w

w w w w w w w w

w w w w w w w w

 
  
  
  
  
  
  

  
  

 

,  (10)

и запишем (10) в блочном виде: 

 1 1 2 1 2(1) (1) .... (1)w w w w w J I J 0 0 I J , 

где (1)J  и единичная ( )n n -матрица I  введе-

ны в предыдущем разделе. Определим ( )n n -

матрицы 

1 1 (1)wA J  и  
1 1 2 (1)w w B I J ,    (11) 

и запишем всю матрицу взаимодействий 
2A  в 

блочном виде: 

1 1 1

1 1 1

2 1 1 1

1 1 1

0 0

0 0

0 0

0 0

 
 
 
 
 
 
 
 

A B B

B A B

A B A B

B B A

. (12) 

Матрица 
2A  образована с помощью двух 

( )n n -матричных блоков 
1A  и 

1B  (11): первая 

«блочная» строка матрицы 
2A  содержит только

1A  и 
1B , а каждая следующая строка получает-

ся циклическим сдвигом предыдущей строки на 

одну позицию вправо. Будем называть ( )n n -

блоки 
1A  и 

1B  образующими блоками матрицы 

2A , или образующими матрицами, и обозначать 

это  2 1 1~ ,A A B . Задача на собственные значе-

ния принимает вид: 

(1) (1)
1 1 1

(2) (2)
1 1 1

(3) (3)
1 1 1

( ) ( )
1 1 1

0 0

0 0

0 0

0 0 n n



    
    
    
     
    
    

    
    

A B B x x

B A B x x

B A B x x

B B A x x

 где 

( )

1

( )

2

( ) ( )

3

( )

i

i

i i

i

n

x

x

x

x

 
 
 
 
 
 
 
 

x , 1,2,..i n . (13) 

Здесь (1)
x ,…, ( )n

x  - n -мерные векторы- 

компоненты собственного вектора размерности 
2n .  

Пространство 
2n

R  представим в виде орто-

гональной суммы n  подпространств n
R , на 

которых и определены образующие матрицы 

1A  и 
1B : 

2

...n n n n   R R R R . В каждом 

подпространстве n
R  перейдем от базиса декар-

товых ортов к базису из n собственных векто-

ров (4) матрицы (1)J . Поскольку в этом базисе 

образующие матрицы 
1A  и 

1B  приводятся к 

диагональному виду, задача (13) принимает вид:

(1)

11 1 1 2 1 1 2 1

(1)

1 1 2 1 2

(2)
1 2 1 1 1 1

(2)
2 1

( )
1 2 1 1 1 1

1 2 1

0 0 0

0 0 0

0 0

0

0 1 0

0 0

0

0 0

nn n n

n n n

n

n n

xw w w w w

xw w w w w

w w w x

w w x

w w w x

w w w x

  

  

 

 

 

 

  
 
 
  
 

 
 
  

 
 
 

 
 
 
  

(1)

1

(1)

(2)

1

(2)

( )

1

( ) ( )

n

n

n

n n

n n

x

x

x

x

x

x



   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   

.   (14) 

Система уравнений (14) распадается на n  

независимых задач размерности n . В самом 

деле, выпишем одну за другой 1-ю строку зада-

чи (14), ( 1)n  -ю, (2 1)n -ю, … и, наконец  

2( 1)n n  -ю строки – получим систему урав-

нений:
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(1) (2) ( ) (1)

1 1 1 1 2 1 1 1 2 1 1 1

(1) (2) (3) (2)

1 2 1 1 1 1 1 1 2 1 1 1

(2) (3) (3)

1 2 1 1 1 1 1 1

(1) ( ) ( )

1 2 1 1 1 1 1 1

( ) 0 ( )

( ) ( ) 0

0 ( ) 0

( ) 0 0

n

n n

w x w w x w w x x

w w x w x w w x x

w w x w x x

w w x w x x

   

   

  

  

    

    

   

   

. (15) 

 

Переменные (1)

1x , (2)

1x , …, ( )

1

nx , фигурирующие 

в (15), не используются ни в одном другом 

уравнении системы (14). Следовательно, задачу 

(15) можно решать независимо от остальных 

переменных. Аналогично, объединяя вместе 2-

ю строку системы (14), ( 2)n -ю, (2 2)n -ю, 

…, 2( 2)n n  -ю строки получим аналог систе-

мы (15) для (1)

2x , (2)

2x , …, ( )

2

nx , где вместо 
1  

фигурирует 
2 , а вместо  ( )

1 1

n
ix   - переменные 

 ( )

2 1

n
ix ; легко видеть, что эти переменные не  

используются в других уравнениях системы 

(14). Продолжая в том же духе, получим, что 

задача (14) распадается на n однотипных задач: 

(1) (2) ( ) (1)

1 1 2 1 2

(1) (2) (3) (2)

1 2 1 1 2

(2) (3) (3)

1 2 1

(1) ( ) ( )

1 2 1

( ) 0 ( )

( ) ( ) 0

0 ( ) 0

( ) 0 0

n

i i i i i i i

i i i i i i i

i i i i i

n n

i i i i i

w x w w x w w x x

w w x w x w w x x

w w x w x x

w w x w x x

   

   

  

  

    

    

   

   

,  (16) 

где 1,2,..,i n , и эти задачи надо решать неза-

висимо друг от друга. 

Упростим систему (16), перебросив диагональ-

ный член ( )

1

k

i iw x  каждого уравнения в правую 

часть, и разделив все коэффициенты на общий 

множитель 
1 2 iw w  . Получим систему уравне-

ний 
(2) ( ) (1)

(1) (3) (2)

(1) ( 1) ( )

0 0 ...

0 ... 0

.. .. .. .. .. .. .. .. .. ..

0 0 ... 0

n

i i i i

i i i i

n n

i i i i

x x x

x x x

x x x







    

    

    

 

где 1

1 2

i

i

i

w

w w

 








. 

Эта система совпадает с системой (2), и, со-

гласно формуле (3), 
i  принимает n  различных 

значений 
1

n

j j



:

i j  , 1,..,j n .   Тогда

1 2 1( )i j iw w w       , где 1,..,j n . 

Придавая индексу i  все возможные значения, 

окончательно получаем:  

1 2( )ij i j i jw w         , , 1,2,...i j n . (17) 

Это и есть выражение для собственных значе-

ний матрицы гамильтониана 2D модели Изинга 

с периодическими граничными условиями, ко-

гда учитывается взаимодействие со спинами 

двух ближайших координационных сфер. Не-

сложно показать, что собственными векторами 

будут кронекеровы произведения собственных  

векторов 
if  и 

jf  (4):  

ij i j F f f .  (18) 

 

2. Аналогично анализируется трехмерная 

модель Изинга. Мы приведем только ключевые 

моменты рассмотрения и основные формулы. 

Полное число спинов в трехмерной модели 

Изинга равно 3n , а  3 3n n -матрицу гамиль-

тониана обозначим 
3A . Ее удобно представить 

в виде, аналогичном выражению (12): 

2 2 2

2 2 2

3 2 2 2

2 2 2

0 0

0 0

0 0

0 0

 
 
 
 
 
 
 
 

A B B

B A B

A B A B

B B A

. 

Матрица 
3A  образована с помощью образую-

щих 2 2( )n n -блоков 
2A  и 

2B :  3 2 2~ ,A A B . 

Матрица 
2A  дается выражением  (12), ее обра-

зующими блоками являются ( )n n -матрицы 

1 1 (1)wA J  и  
1 1 2 (1)w w B I J  (11). Нетрудно 

показать, что 2 2( )n n -матрица 
2B  имеет вид: 

1 1 1

1 1 1

2 1 1 1

1 1 1

0 0

0 0

0 0

0 0

 
 
 
 
 
 
 
 

B D D

D B D

B D B D

D D B

,  (19)  

где 
1 2 3 (1)w w D I J . Ее образующими блоками 

являются матрицы 
1B  и 

1D :   2 1 1~ ,B B D .  
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Собственные значения матрицы 
2B  - обо-

значим их 
(1)

ij - легко получить, подставляя в 

рассмотрения предыдущего пункта матрицу 
2B  

на место матрицы 
2A . Повторив все рассужде-

ния получим: 
(1)

1 2 3( )ij i j i jw w w        ,  , 1,..i j n . 

Собственными векторами матрицы 
2B являют-

ся те же кронекеровы произведения 
ij i j F f f  

(18). 

Разложим пространство 
3n

R  в ортогональную 

сумму подпространств 
2n

R , на которых и дей-

ствуют матрицы  
2A  и 

2B : 
3 2 2 2

...n n n n  R R R R . В подпространствах 
2n

R перейдем от базиса декартовых ортов к 

базису из собственных векторов 
ijF  (18), в ко-

тором все 2 2( )n n -образующие блоки 
2A  и 

2B  имеют диагональный вид. Тогда задача на 

собственные значения для матрицы 
3A  примет 

квази-диагональный вид, подобный системе 

уравнений (14): 

(1) (1) (1)

11 11 11 11

(1) (1) (1)

(1) (1) (2)

11 11 11 11

(1) (1)

(1)

11 11

(1)

0 0 0

0

0 0 0

0 0 0

0

0 0 0

0 0

0 0

0 0

nn nn nn nn

nn nn nn

nn nn

x

x

x

x

  

  

  

  

 

 

 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 

(1)

11

(1)

(2)

11

(2) (2)

( ) ( )

11 11

( ) ( )

nn

nn nn

n n

n n

nn nn

x

x

x

x

x x

x x



   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   

.  (20) 

 

Данная система уравнений распадается на 
2n  независимых задач размерности n  типа си-

стемы (16), и эти задачи надо решать независи-

мо друг от друга. Преобразуя эту  

                                                                     систе-

му подобно тому, как преобразовывали систему 

уравнений (16), получим выражение для соб-

ственных значений рассматриваемого гамиль-

тониана трехмерной модели Изинга: 

(1)

1 2 3( ) ( )ijk ij k ij i j k i j j k k i i j kw w w                            , где , , 1,2,...i j k n .    (21) 

Собственными векторами будут кронекеровы 

произведения собственных векторов одномер-

ной модели Изинга: 

ijk ij k i j k    F F f f f f . 

4. 2D- и 3D-модели Изинга со 

свободными границами 

1. Все рассуждения п. 1 предыдущего разде-

ла справедливы и для случая свободных границ. 

Необходимо только всюду заменить матрицу 

(1)J  матрицей (1)J , собственные значения 

(1)i i   (3) - собственными значениями 

(1)i i   (9), а собственные векторы 
if  (4) - 

собственными векторами if  (9). Повторяя шаг 

за шагом все рассуждения, получим аналог 

формулы (17): 

1 2( )ij j i i jw w         , , 1,..i j n .   (22) 

Теперь легко объяснить, почему для планарной 

модели Изинга в случае свободных границ 

обобщить формулы (22) на большее число со-

седей невозможно.  

Ключевым моментом рассуждений в п.1 яв-

ляется переход от декартовой системы коорди-

нат к базису из собственных векторов  ( )

1

n
i

f  

(4), в котором образующие матрицы 
1A  и 

1B  

имеют диагональный вид, а система уравнений 

(14) становится квази-диагональной. Отметим, 

что в случае свободных границ для той же цели 

используется базис  ( )

1

n
i

f  (9) собственных век-

торов матрицы (1)J .  

Заметим, что только в данном, довольно 

простом случае, матрица взаимодействий 
2A  

определяется всего двумя образующими блока-

ми, которые к тому же очень просто устроены 

(11). В общем случае образующих блоков будет 

больше, а их устройство - сложнее. Например, 

если для двумерной модели Изинга учесть вза-

имодействие еще и со спинами третьей коорди-

национной сферы, матрица гамильтониана
2A  

усложнится (см. также п.1 следующего разде-
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ла):  

 2 1 1 1 1 1 3

1 1 2 1 3

~ ( , , ) : (1) (2)

(1), .

w w

w w w

 


  

A A B C A J J

B I J C I
   (23)  

В случае периодических граничных условий 

все эти матрицы приводятся к диагональному 

виду одновременно в базисе из собственных 

векторов (4). В результате оказывается возмож-

ной декомпозиция большой задачи (14)  на n  

независимых задач (16),  и все остальное, что из 

этого следует. 

Напротив, в случае свободных границ не 

существует базиса, в котором матрицы (1)J  и 

(2)J  приводятся к диагональному виду одно-

временно. Значит, невозможно привести к диа-

гональному виду одновременно все три образу-

ющих блока 
1A , 

1B  и 
1C  (23). Следовательно, 

все соотношения, начиная с (14) и далее, стано-

вятся в данном случае просто невозможными.  

Для двумерной модели Изинга со свобод-

ными границами справедливы формулы    (22), 

а их обобщение на случай взаимодействия с 

бОльшим числом соседей невозможно. 

2.  Аналогично анализируется и трехмерная 

модель Изинга. Если – как в п.2 предыдущего 

раздела, - ограничиться взаимодействием со 

спинами только первых трех координационных 

сфер все рассуждения этого пункта останутся в 

силе и для свободных границ. В таком случае 

образующие блоки первого уровня представля-

ются ( )n n -матрицами  

1 1 1 1 2 1 2 3
(1), (1), (1)w w w w w    A J B I J D I J - 

см. (11), (19). В базисе из собственных векторов 

 
1

n

if  (9) все три образующих блока одновре-

менно диагонализуются. Тогда  2 2n n -

матрицы 
2

A  (12) и 
2B  (19) в базисе из кроне-

керовых произведений  ij i j F f f  примут диа-

гональный вид,  3 3n n -задача на собственные 

значения  примет квазидиагональный вид (20), а 

выражения для собственных значений 
ijk  по-

лучатся простановкой тильды в нужных местах 

выражения (21):

1 2 3( ) ( ) , , , 1,2,...ijk i j k i j j k k i i j kw w w i j k n                       . (24) 

Другое дело, если для трехмерной модели 

Изинга будем учитывать взаимодействие со 

спинами, скажем, еще и четвертой координаци-

онной сферы. В этом случае образующих бло-

ков всех уровней станет больше, а их конструк-

ция усложнится (см. п.2 следующего раздела). 

К примеру, образующие блоки нижнего уровня 

примут вид: 

1 1 4
(1) (2)w w A J J , 1 1 2

(1)w w B I J , 

1 4
wC I , 1 2 3

(1)w w D I J . 

Не существует базиса, в котором все эти матри-

цы одновременно диагонализуются – этому 

мешает матрица (2)J  в выражении для 1A . 

Следовательно, кронекеровы произведения 

ij i j F f f  не будут собственными векторами 

 2 2n n -матрицы 2
A , и это отменяет все по-

строения п.2 предыдущего раздела. 

Для трехмерной модели Изинга со свобод-

ными границами справедливы формулы (24), а 

их обобщение на случай взаимодействия с 

большим числом соседей невозможно. Рас-

смотрение ситуации со свободными границами 

на этом завершается. Все дальнейшее относит-

ся к периодическим граничным условиям. 

 

 

5. 2D- и 3D-модели Изинга с 

периодическими граничными 

условиями: общий случай 

Здесь будет развит другой метод вычисления 

собственных значений многомерного гамильто-

ниана модели Изинга. В вычислительном от-

ношении этот метод более эффективен. Он ос-

нован на представлении собственного вектора 

многомерной задачи в виде кронекерова произ-

ведения собственных векторов одномерной мо-

дели Изинга (4). Для периодических граничных 

условий такое представление справедливо все-

гда. 

Планарная решетка является подрешеткой 

кубической решетки, и расстояния между пара-

ми узлов в двух решетках иногда совпадают, но 

номера узлов при этом разнятся. Чтобы избе-

жать путаницы, которая может возникнуть при 

использовании в трехмерном случае формул, 

полученных для планарной модели, здесь мы 

снабжаем константы взаимодействия дополни-

тельным верхним индексом, указывающим на 

размерность решетки: (2)

kw  - есть константа 

взаимодействия со спинами k -й координаци-

онной сферы на планарной решетке, а (3)

kw  - со 

спинами k -й координационной сферы на куби-

ческой решетке. 
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5.1. Двумерная модель Изинга с пя-

тью ближайшими соседями  
Пять наименьших расстояний между узлами 

квадратной решетки равны 
1 1l  , 2 2l  , 

3 2l  , 4 5l   и 5 2 2l  . На рис.1 цифрами 

помечены узлы решетки, расстояния до которых 

от начальной точки в левом нижнем узле равно 

этим числам.  

 

Рис.1. Квадратная решетка: пять ближайших соседей 

к начальной точке.          

 

Определим ( )n n -матрицы  
1A , 

1B  и 
1C : 

(2) (2)

1 1 3

(2) (2) (2)

1 1 2 4

(2) (2) (2)

1 3 4 5

(1) (2),

(1) (2),

(1) (2).

w w

w w w

w w w

 

  

  

A J J

B I J J

C I J J

    (25) 

Тогда матрицу гамильтониана можно предста-

вить в блочном виде: 

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1

2 1 1 1

1 1 1

1 1 1 1

0 ...

... 0

... 0 0

0 ... 0 0

... ... ... ... ... ... ...

0 0 0 ...

0 0 ...

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

A B C C B

B A B C C

C B A B

A C B A

C A B

B C B A

.  (26) 

Если 
2F  есть собственный вектор матрицы 

2A , 

отвечающее ему собственное значение вычис-

ляется как 
2 2 2

  F A F . Векторы 
2F  будем ис-

кать в виде кронекеровых произведений соб-

ственных векторов  
n

i i
f  (4): 

2 r k F f f . Для 

собственного значения 
kr  получаем: 

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1 1

0 ...

... 0

... 0 0

0 ... 0 0

... ... ... ... ... ... ...

0 0 0 ...

0 0 ...

kr k r r k  

 
 
 
 
 

   
 
 
 
 
 

A B C C B

B A B C C

C B A B

f f f fC B A

C A B

B C B A

. 

Воспользовавшись ассоциативностью матрич-

ного умножения, получим: kr k k   f M f ,  где 

( )n n -матрица   

     1 1 1(1) (2)r r r r r r

    M f A f I f B f J f C f J ,  (27)  

и, согласно (25), имеем: 

 

 

 

(2) (2)

1 1 3

(2) (2) (2)

1 1 2 4

(2) (2) (2)

1 3 4 5

(1) (2),

(1) (2),

(1) (2).

r r r r

r r r r

r r r r

w w

w w w

w w w

 

 

 







 

  

  

f A f

f B f

f C f

 (28) 

Тогда

     1 1 1(1) (2)kr r r r r k r r k    
    f A f f B f f C f    

и подставляя сюда (28), окончательно получаем:

     (2) (2) (2) (2) (2)

1 2 3 4 5(2) (2) (2) (2) (2) (2)kr k r k r k r k r r k k rw w w w w                    .   (29)  

Положив здесь (2)

1
1w  , 

(2) (2) (2) (2)

2 3 4 5
0w w w w    , получим известные 

выражения [5], а приравняв нулю только (2)

3
w , 

(2)

4
w  и (2)

5
w  получим формулу (17). Сравнивая 

(17) и (29) мы видим, что учет взаимодействия с 

новыми, более удаленными соседями, не влияет 

на результат, полученный раньше для меньшего 

числа соседей. Это есть следствие того, что все 

матрицы ( )kJ  одномерной модели имеют один 

и тот же набор собственных векторов. 

5.2. Трехмерная модель Изинга с пя-

тью ближайшими соседями 
 Пять наименьших расстояний между узла-

ми кубической решетки равны 
1 1l  , 2 2l  ,

3 3l  , 
4 2l   и 5 5l   -  соответствующие 

узлы показаны на рис. 2. 

Сопоставим рисунки 1 и 2. Расстояние 
1l  до 

ближайшего соседа на двумерной решетке сов-

падает с аналогичным расстоянием на трехмер-

ной решетке – следовательно, необходимо 

отождествить константы (2)

1
w  и (3)

1
w . Анализи-

руя рисунки 1 и 2 нетрудно отождествить и дру-

гие пары констант взаимодействия:  
(2) (3) (2) (3) (2) (3) (2) (3)

1 1 2 2 3 4 4 5
, , , .w w w w w w w w      (30) 

Нам потребуются эти тождества, чтобы ис-

пользовать для трехмерной модели выражения 

3 

4 

5 

 

1 

2 
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(25), полученные для двумерной модели Изин-

га. Поскольку пятая координационная сфера 

планарной модели не попадает  в число первых 

пяти координационных сфер кубической моде-

ли, константу (2)

5
w  положим равной нулю. 

 

Рис. 2.  Кубическая решетка: пять ближайших сосе-

дей к начальной точке. 

  

Гамильтониан 3D-модели Изинга задается 

матрицей 
3A , которую удобно представить в 

блочном виде, используя  2 2n n -матрицы 
2A

, 
2B  и 

2C : 

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2

3 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2

0 ...

... 0

... 0 0

0 ... 0 0

... ... ... ... ... ... ...

0 0 0 ...

0 0 ...

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

A B С С B

B A B С С

С B A B

A С B A

С A B

B С B A

. 

Матрица 
2A  имеет в точности вид матрицы 

(26), а ее образующие  n n -матрицы отлича-

ются от (25) только другими обозначениями 

констант взаимодействия – см. тождества (30): 
(3) (3)

1 1 4

(3) (3) (3)

1 1 2 5

(3) (3)

1 4 5

(1) (2),

(1) (2),

(1).

w w

w w w

w w

 

  

 

A J J

B I J J

C I J

 

Две остальные  2 2n n -матрицы даются вы-

ражениями: 

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

2 1 1 1 1

1 1 1 1

0

0

0 0

0 0

 
 
 
 
 
 
 
 

B D E E D

D B D E E

B E D B D

D E D B

 и 

1 1 1

1 1 1

2 1 1

1 1

0

0

0 0

0 0

 
 
 
 
 
 
 
 

C E E

E C E

C E C

E C

,    

где  
(3) (3)

1 2 3
(1)w w D I J , 

(3)

1 5wE I . 

Собственные векторы 
3F  матрицы 

3A  бу-

дем искать в виде кронекеровых произведений 

собственных векторов одномерной и двумерной 

моделей:  

3 2 m F F f ,  где 
2 r k F f f ,  , , 1,2,..k r m n . 

Тогда для  собственного значения 
3 3 3krm  F A F  

получим: 

2 2 2 2 2 2

2 2 2

( ) ( ) (1)

( ) (2).

krm m

m

 



 



 



F A F F B F

F C F
       (31) 

Для вычисления 
2 2 2

( )
F A F  воспользуемся по-

лученным ранее выражением (29), в котором 

надо скорректировать веса согласно (30): 

 

   

(3) (3)

2 1 2

(3) (3)

4 5

( )

(2) (2) (2) (2) .

kr kr k r k r

k r k r r k

w w

w w

   

     

    

   

F A F

Значения величин 
2 2 2

( )
F B F  и 

2 2 2
( )
F C F  вычис-

ляются аналогично тому, как в предыдущем 

пункте вычислялось значение  2 2 2


F A F . В ре-

зультате получим:  

 

 

(3) (3)

2 5 2

(3) (3)

3 5

( )

(2) (2)

kr kr k r

k r k r

w w

w w

 

   

    

  

F B F
 

и   (3) (3)

2 4 5( )kr kr k rw w     F C F . 

Подставляя последние три выражения в (31), 

окончательно имеем:

     

 

(3) (3) (3) (3)

1 2 3 4

(3)

5

(2) (2) (2)

( ) (2) ( ) (2) ( ) (2) , , , 1,.., .

krm k r m k r r m m k k r m k r m

k r m k m r r m k

w w w w

w k r m n

               

        

          

      
   (32) 

6. Обсуждение и выводы 

В работе получены аналитические выраже-

ния для собственных значений 2D- и 3D-модели 

Изинга, когда учитывается взаимодействие со 

спинами нескольких координационных сфер. 

Собственные значения многомерной задачи 

выражаются через константы взаимодействия 

 
1

k

rw  между спинами и собственные значения 

 
1

n

i  одномерной модели Изинга. Отметим, что 

выражения для собственных значений  
1

n

i  

хорошо известны как для периодических гра-

ничных условий, так и для свободных границ. 
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Однако уже для одномерной модели Изинга эти 

два типа граничных условий приводят к карди-

нально различным результатам. Затем эти раз-

личия транслируются на многомерную модель 

Изинга. 

Обсудим сначала случай периодических 

граничных условий.  Напомним, что ( )rJ  есть  

матрица связи одномерной модели, в которой 

учитывается взаимодействие только со спинами 

r -й координационной сферы (см. раздел 1). Все 

матрицы ( )rJ  имеют один и то же набор соб-

ственных векторов, а их собственные значения 

( ) ( )i r ir P  , где ( )rP x  есть полином r -й сте-

пени от 
i . Тогда собственные значения га-

мильтониана одномерной модели, в котором 

учитывается взаимодействие со спинами k  

ближайших координационных сфер - 

1 1 (1) ... ( )kw w k  A J J , - есть взвешенная 

сумма собственных значений ( )i r : 

 1 1
( )

k

i r ir
w r 


A , 1,2,...,i n .   (33) 

Это свойство одномерной модели позволяет 

и для многомерной модели Изинга учесть взаи-

модействие со спинами любого числа коорди-

национных сфер, и в явном виде выразить соб-

ственные значения гамильтониана через  
1

n

i  и 

 
1

k

rw – см. выражения (29) и (32). Важно, что 

добавление взаимодействий с новыми соседями 

сопровождается лишь появлением новых слага-

емых в выражении для собственных значений, а 

слагаемые, полученные ранее для меньшего 

числа соседей, никак не изменяются. 

Задавшись тем или иным вариантом функ-

циональной зависимости константы взаимодей-

ствия от расстояния, можно с помощью (33) 

получить асимптотическое выражение для 

спектральной плотности одномерного гамиль-

тониана. Затем этот результат можно распро-

странить на двумерную и трехмерную решетки 

- мы планируем сделать это в следующей рабо-

те. 

В случае свободных границ ситуация карди-

нально отличается уже  для одномерной моде-

ли: матрицы ( )rJ  не коммутируют друг с дру-

гом. Все они обладают различными наборами 

собственных векторов, и даже для простейшей 

линейной комбинации этих матриц 

1 1 2
(1) (2) ... ( )kw w w k   A J J J  собственные 

значения невозможно выразить через собствен-

ные значения матриц ( )rJ . То же оказывается 

справедливым и в многомерном случае – за 

двумя исключениями (см. раздел 4): для сво-

бодных границ собственные значения двумер-

ной модели Изинга выражаются через соб-

ственные значения i , когда  учитывается вза-

имодействие только со спинами двух ближай-

ших координационных сфер – см. (22); для 

трехмерной модели Изинга можно учесть взаи-

модействие со спинами трех ближайших коор-

динационных сфер, и собственные значения 

гамильтониана будут выражаться через 
1w , 

2w , 

3w   и i  – см. (24). 

Все эти результаты естественным образом 

обобщаются для модели Изинга на гиперкубе 

произвольной размерности 3d  . Различия 

между случаями свободных границ и периоди-

ческих граничных условий при этом сохраня-

ются.  

 

Работа была поддержана грантом РФФИ № 

18-07-00750. Авторы благодарны И.М. Кагано-

вой и М.Л. Литинской за полезные дискуссии и 

помощь в создании статьи.

 

Eigenvalues of Ising Hamiltonian with long-

range interactions 

B.V. Kryzhanovsky and L.B. Litinskii  

Abstract. We obtained analytically eigenvalues of a multidimensional Ising Hamiltonian on a 

hypercube lattice and expressed them in terms of spin-spin interaction constants and the eigenvalues of 

the one-dimensional Ising Hamiltonian (the latter are well known). To do this we wrote down the 

multidimensional Hamiltonian eigenvectors as the Kronecker products of the eigenvectors of the one-

dimensional Ising Hamiltonian. For periodic boundary conditions, it is possible to obtain exact results 

taking into account interactions with an unlimited number of neighboring spins. In this paper, we 

present exact expressions for the eigenvalues for the planar and cubic Ising systems accounting for the 

first five coordination spheres (that is interactions with the nearest neighbors, the next neighbors, the 

next-next neighbors, the next-next-next neighbors and the next-next-next-next neighbors). In the case of 

free-boundary systems, we showed that in the two- and three-dimensions the exact expressions could be 
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obtained only if we account for interactions with spins of first two coordination spheres and first three 

coordination spheres, respectively. 

Keywords: Ising Model, hypercubic lattice, eigenvalues and eigenvectors  
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Спектр матрицы связи модели Изинга с 

произвольным дальнодействием 

Б.В. Крыжановский1, Л.Б. Литинский2  

1ФГУ ФНЦ НИИСИ РАН, Москва, Россия, kryzhanov@mail.ru 

2ФГУ ФНЦ НИИСИ РАН, Москва, Россия, litin@mail.ru  

Аннотация. Изучается матрица связи модели Изинга на d-мерной гиперкубической решетке с произ-

вольным дальнодействием и периодическими граничными условиями. Собственные векторы матрицы связи 

d-мерной модели вычисляются в виде кронекеровых произведений собственных векторов матрицы связи 

одномерной модели Изинга, которые хорошо известны. Получены строгие выражения для собственных зна-

чений в виде тригонометрических полиномов степени d , коэффициентами в которых являются константы 

взаимодействия между спинами. Установлено, что вырождение собственных значений спектра d-мерной мо-

дели не снимается при включении дальнодействия. 

Ключевые слова: модель Изинга, гиперкубическая решетка, кронекерово произведение, 

собственные значения 

 

 

1. Введение 

Модель Изинга около 100 лет находится в 

фокусе внимания исследователей. Она дает 

идеализированное описание системы взаимо-

действующих спинов, распределенных по узлам 

регулярной решетки. Данная модель является 

удобным объектом для отработки новых мето-

дов вычисления свободной энергии и критиче-

ских характеристик. За годы исследований для 

нее получен целый ряд точных результатов, на 

которые можно ориентироваться при разработке 

новых подходов. Большая часть полученных 

результатов относится к ситуации, когда в мо-

дели учитывается взаимодействие только меж-

ду ближайшими соседями (nearest neighbors) 

[1], [2]. За очень редким исключением [3], по-

чти все работы прошлых лет касались модели 

Изинга с короткодействием. В последние годы 

сформировался устойчивый интерес к тому, как 

на критических характеристиках сказывается 

учет взаимодействия с более далекими соседя-

ми. В значительной части этих работ исследу-

ется влияние соседей, следующих за ближай-

шими (next nearest neighbors) [4-8]. Однако 

имеются исследования, исследующие влияние и 

более далеких соседей [9, 10]. Настоящая рабо-

та является откликом на возникший интерес к 

модели Изинга с дальнодействием. 

Подчеркнем, что у нас изучается не сама 

модель Изинга, а только отвечающая ей матри-

ца связи. Нами получены строгие выражения 

для собственных значений матрицы связи мо-

дели Изинга на d -мерной гиперкубической 

решетке, когда учитывается взаимодействие с 

произвольно большим числом соседей. Чтобы 

обеспечить трансляционную инвариантность 

системы граничные условия всегда выбираются 

периодическими. В этом случае собственные 

значения матрицы связи d -мерной модели уда-

ется выразить через константы взаимодействия 

между спинами и тригонометрические полино-

мы. Все рассмотрения ведутся для случая ани-

зотропного взаимодействия. В настоящей рабо-

те развиваются результаты, полученные ранее в 

[11, 12]. 

В следующем разделе задача решается для 

матриц связи одномерной модели Изинга, кото-

рая описывает линейную цепочку спинов. Ос-

новной результат этого раздела заключается в 

том, что все матрицы связи одномерной модели 

- учитывающие взаимодействие со все более 

далекими соседями, - коммутируют друг с дру-

гом. Следовательно, все они имеют один и тот 

же набор собственных векторов, что сильно 

облегчает дальнейшие рассмотрения. В третьем 

разделе исследуется матрица связи двумерной 

спиновой системы, когда спины находятся в 

узлах квадратной решетки на плоскости. Здесь 

все основано на том, что матрицу связи двумер-

ной модели можно представить в виде линей-

ной комбинации кронекеровых произведений 

матриц связи одномерной модели. Четвертый 

раздел посвящен матрице связи 3D-модели 

Изинга, когда спины помещаются в узлах трех-

мерной кубической решетки. Здесь получает 

дальнейшее развитие прием, разработанный в 

предыдущем разделе для матрицы связи 2D-

модели Изинга. В пятом разделе полученные 

результаты обобщаются для матрицы связи  d -

мерной модели Изинга, когда взаимодействую-

mailto:kryzhanov@mail.ru
mailto:litin@mail.ru


24 
 

  

  

щие спины помещаются в узлах гиперкубиче-

ской решетки произвольной размерности d . В 

заключительном разделе обсуждаются некото-

рые общие свойства спектра матрицы связи 

модели Изинга, и их зависимость от размерно-

сти решетки d . 

2. Линейная цепочка спинов  

Рассмотрим характерную для одномерной 

модели Изинга линейную цепочку взаимодей-

ствующих спинов. Граничные условия предпо-

лагаются периодическими, а число спинов L  - 

нечётным: 2 1L l  . Условимся, что расстоя-

ние между узлами одномерной решетки равно 

1. 

Учет взаимодействия с k -ми соседями осу-

ществляется с помощью симметричной матри-

цы ( )kJ , у которой на k -й и ( )L k -й диагона-

лях, параллельных главной, стоят единицы. 

Остальные матричные элементы равны нулю. 

Таким образом, ( )kJ  - это симметричная теп-

лицева ( )L L матрица, ( 1)l  -я строка которой 

имеет вид: 

(0 1 0 1 0) -  

две единицы в строке располагаются на рассто-

янии k  от центра. Остальные строки получа-

ются последовательными циклическими сдви-

гами данной строки: сдвиг на одну позицию 

влево дает l -ю строку, сдвиг на одну позицию 

вправо дает ( 2)l  -ю строку и так далее. 

Например, матрицы (1)J  и (2)J  для 7L   

имеют вид: 

 

0 1 0 0 0 0 1

1 0 1 0 0 0 0

0 1 0 1 0 0 0

(1) 0 0 1 0 1 0 0

0 0 0 1 0 1 0

0 0 0 0 1 0 1

1 0 0 0 0 1 0

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

J , 

0 0 1 0 0 1 0

0 0 0 1 0 0 1

1 0 0 0 1 0 0

(2) 0 1 0 0 0 1 0

0 0 1 0 0 0 1

1 0 0 1 0 0 0

0 1 0 0 1 0 0

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

J . 

Легко показать [11, 12], что матрицы ( )kJ  

коммутируют друг с другом - следовательно, 

все они обладают одним и тем же набором соб-

ственных векторов  f , 1,2,...,L  . Компо-

нентам собственного вектора 
f  можно придать 

следующий вид: 

( ) cos sini i if
L

 


 
 , 

2 ( 1)( 1)
i

i

L


 


 
 ,  (1) 

где , 1,2,...,i L  . 

Каждая матрица ( )kJ  имеет свой набор соб-

ственных значений  
1

( )
L

k 



, для которых бу-

дем указывать номер k  матрицы, с которой они 

связаны: 

( ) ( )k k  J f f ,
2 ( 1)

( ) 2cos
k

k
L



 


 
  

 
, (2) 

где 1,2,...,L   и  1,2,...,k l . 

Пусть ( )w k  - величина взаимодействия 

между спинами, отстоящими друг от друга на 

расстояние k , 1,2,...,k l . Запишем матрицу 

связи, в которой учитывается взаимодействие 

(1)w  с ближайшими соседями, взаимодействие 

(2)w  со вторыми соседями и так далее – взаи-

модействие ( )w l  с последней, l -й парой сосе-

дей: 

0

1

( ) ( )
l

k

w k k


A J .                       (3) 

Естественно, некоторые коэффициенты 

( )w k  могут равняться нулю. Для одномерной 

модели Изинга выражение (3) есть самый об-

щий вид матрицы связи. Собственные векторы 

этой матрицы также даются выражениями (1), а 

соответствующие собственные значения равны: 

1

( ) ( )
l

k

w k k  


 , 1,2,...,L  .       (4) 

Для общности выражений условимся на бу-

дущее о следующих обозначениях: 

(0) J I ,  (0) 1  ,   1,2,...,L  , 

где I  есть единичная L L -матрица, а 

(0) 1   - ее собственные значения. 

 

3. Планарная спиновая система 

Рассмотрим характерную для 2D-модели 

Изинга систему спинов, распределенных по 

узлам квадратной решетки. Обозначим через 

( , )w m k  константу взаимодействия между спи-

нами, сдвинутыми друг относительно друга на 

расстояние m  по одной оси решетки и на рас-

стоянии k  по другой. Связи в такой системе 

описываются 2 2L L -матрицей 
0B , которую 

удобно записать в виде блочной L L -матрицы: 



25 
 

 

  

0 1 2 1

1 0 1 3 2

2 1 2 4 3

0

1 0 1

2 3 1 0 1

1 2 1 0

... ...

... ...

... ...

... ... ... ... ... ... ...

... ...

... ... ... ... ... ... ...

... ...

... ...

l

l

l

l l l l

l

l





 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

A A A A A

A A A A A

A A A A A

B
A A A A A

A A A A A

A A A A A

.      (5) 

Здесь L L -матрицы 
mA  имеют вид:  

0

( , ) ( )
l

m

k

w m k k


A J , 0,1,...,m l .            (6) 

Поскольку самодействие в системе отсутствует, 

здесь и далее полагаем (0,0) 0w  .  

Центральная блочная строка матрицы 
0B  

имеет вид   

 1 1 0 1 1... ...l l l l A A A A A A A , 

а остальные строки получаются ее цикличе-

скими перестановками.  

Матрицы 
mA  (6) имеют следующий смысл. 

Двумерную спиновую систему можно рассмат-

ривать как набор взаимодействующих одномер-

ных цепочек (например, горизонтальных). Тогда 

матрица 
0A  описывает взаимодействие между 

спинами, находящимися  в пределах одной го-

ризонтальной цепочки. Матрица 
mA  описывает 

взаимодействие между спинами, находящимися 

в разных цепочках, сдвинутых друг относи-

тельно друга (по вертикали) на m  узлов. 

 Отметим, что матрица 
0B  имеет вид 

блочной тёплицевой матрицы, у которой на 

главной диагонали стоят ( )L L -матрицы 
0A , а 

на m -й и ( )L m -й диагоналях стоят матрицы 

mA . Тогда матрицу 
0B  можно представить в 

виде: 

 

 

0

0 0 0

( ) ( , ) ( ) ( )
l l l

m

m m k

m w m k m k
  

     B J A J J . (7) 

Ввиду коммутативности матриц 
mA  соб-

ственные векторы матрицы 
0B  можно предста-

вить в виде кронекерова произведения соб-

ственных векторов одномерной модели:  

   F f f , , 1,2,...,L   .  (8) 

Переходя к вычислению собственных значений 

матрицы 
0B , напомним правило произведения 

матриц и векторов, представленных в виде кро-

некеровых произведений [13]. Если матрица 

1 2 M M M  а вектор 
1 2 F F F , то: 

1 1 1 2 2 2

   F MF F M F F M F .  (9)  

Итак, задачу на собственные значения для 

матрицы 
0B  мы свели к вычислению величины 

0    F B F . Подставляя сюда 
0B  в виде  (7) 

и F  в виде (8), и используя тождество (9), 

получим:  

0 0

( , ) ( ) ( )
l l

m k

w m k m k    
 

   ,       (10) 

где , 1,2,...,L   .                                               

Напомним, что (0,0) 0w   и (0) 1  .  

Как видим, собственные значения матрицы 

связи, отвечающей 2D-модели Изинга, являют-

ся однородными полиномами второй степени от 

собственных значений одномерной задачи. Ко-

эффициентами полинома являются константы 

взаимодействия ( , )w m k .  

Например, рассмотрим двумерную спино-

вую систему с изотропным взаимодействием:  

( , ) ( , )w k m w m k . 

Пусть отличным от нуля будет взаимодействие 

только с ближайшими и со вторыми соседями: 

1(0,1) (1,0)w w w  , и 
2(1,1)w w . В этом слу-

чае выражение (10) принимает более обозри-

мый вид: 

 1 1(1) (1) (1) (1)w w            ,   

, 1,2,...,L   . 

Ранее это выражение получено в [11,12], где 

использовался частный случай настоящего под-

хода. 

4. Кубическая решетка 

Рассмотрим характерную для 3D-модели 

Изинга систему взаимодействующих спинов, 

сидящих в узлах кубической решетки размера-

ми L L L  .Обозначим через ( , , )w n m k  кон-

станту взаимодействия между спинами, сдви-

нутыми друг относительно друга на расстояние 

n  по одной оси решетки,  на расстояние m  по 

другой оси и на расстояние k  по третьей оси. 

Отметим, что взаимодействие не предполагает-

ся изотропным. Связи в такой системе описы-

ваются 3 3L L -матрицей 
0C , которую удобно 

записать в блочном виде: 

0 1 2 1

1 0 1 3 2

2 1 2 4 3

0

1 0 1

2 3 1 0 1

1 2 1 0

... ...

... ...

... ...

... ... ... ... ... ... ...

... ...

... ... ... ... ... ... ...

... ...

... ...

l

l

l

l l l l

l

l





 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

B B B B B

B B B B B

B B B B B

C
B B B B B

B B B B B

B B B B B

,        (11) 

где 
nB  есть  2 2L L -матрицы, а 0,1,2...,n l .  
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Для получения 
nB  необходимо сначала по-

строить набор ( L L )-матриц 
( )n

mA , аналогич-

ных (6): 

  
( )

0

( , , ) ( )
l

n

m

k

w n m k k


A J ,     (12) 

где  , 0,1,2,...,n m l  и  (0) J I .  Поскольку 

самодействие в системе отсутствует, положим 

(0,0,0) 0w  .  

Затем, с помощью матриц 
( )n

mA  (12) строим 

набор матриц 
nB : 

( )

0 , 0

( ) ( , , ) ( ) ( )
l l

n

n m

m m k

m w n m k m k
 

    B J A J J . (13) 

Матрицы 
nB  (13) имеют следующий смысл. 

Трехмерную систему можно рассматривать как 

набор взаимодействующих планарных решеток. 

Тогда матрица 
0B  описывает взаимодействие 

спинов в пределах одной (например, горизон-

тальной) плоскости, а матрица 
nB  ( 0n  ) опи-

сывает взаимодействие спина из одной плоско-

сти со спинами другой плоскости, сдвинутой по 

вертикали на n  узлов. 

Как видим, матрица 
0C  имеет вид блочной 

теплицевой матрицы, у которой на главной диа-

гонали стоят  матрицы 
0B ,  а на n -й  и ( )L n -

й диагоналях  стоят матрицы 
nB  с 0n  . 

Матрицу 
0C  можно представить в виде: 

0

0

0 0

( )

( , , ) ( ) ( ) ( ).

l

n

n

l l l

n m k

n

w n m k n m k



 

  

   





C J B

J J J

 

Ввиду коммутативности матриц 
nB  соб-

ственные векторы матрицы 
0C  представимы в 

виде кронекерова произведения собственных 

векторов одномерной модели:  

     F f f f  ,  , , 1,2,...,L    . 

Тогда задача на собственные значения для мат-

рицы 
0C  сводится к вычислению 

0    F C F , и с учетом равенства (9) по-

лучаем: 

0 0 0

( , , ) ( ) ( ) ( )
l l l

n m k

w n m k n m k      
  

 . (14) 

Собственные значения матрицы связи для 

трехмерной модели Изинга представляются в 

виде однородного полинома третьей степени от 

собственных значений одномерной модели, ко-

эффициентами которого являются константы 

взаимодействия между спинами.  

Для примера, рассмотрим частный случай 

3D-модели Изинга с изотропным взаимодей-

ствием  

( , , ) ( , , ) ( , , )w n m k w k n m w m n k  , 

причем положим отличным от нуля только вза-

имодействие с ближайшими соседями:  

1(0,0,1) (0,1,0) (1,0,0)w w w w   , 

со следующими соседями:  

2(0,1,1) (1,0,1) (1,1,0)w w w w   , 

и с третьими соседями:  

3(1,1,1)w w . 

В этом случае выражение (14) примет более 

обозримый вид: 

 

 

1

2

3

(1) (1) (1)

(1) (1) (1) (1) (1) (1)

(1) (1) (1).

w

w

w

   

     

  

   

     

  

   

      

   

 

Ранее это выражение было получено в [11,12]. 

5. d -мерный гиперкуб 

Обобщение полученных выражений на слу-

чай d -мерной решетки очевидно. Для начала 

зададимся константами взаимодействия 

1 2( , ,..., )dw k k k  между спинами, сдвинутыми 

друг относительно друга на расстояние 
1k  по 

одной из осей решетки, на расстояние 
2k  по 

другой и т.д. Затем строится набор ( )L L -

матриц  

3

2

1

( ,..., )

2 1 1

0

( ,..., , ) ( )d

l
k k

k d

k

w k k k k


 A J ,     

где 
2 ,..., 0,1,...,dk k l . 

С помощью этих матриц строится набор 
2 2( )L L -матриц 

4 3

3 22

( ,..., ) ( ,..., )

20
( )d d

lk k k k

k kk
k


 B J A . Затем, с помо-

щью этих матриц 4

3

( ,..., )dk k

kB , строятся матрицы 

трехмерной модели 

5 4

4 33

( ,..., ) ( ,..., )

30
( )d d

lk k k k

k kk
k


 C J B  - и так далее до 

тех пор, пока будет построена матрица связи d

-мерной модели 
0U . Эта матрица, представлен-

ная в блочном виде через ( 1 1d dL L  )-матрицы 

( 1)d  -мерной модели, имеет  вид, аналогич-

ный выражениям (5) или (11). Опуская стан-

дартные промежуточные преобразования, для 

матрицы 
0U получим: 

1

0 1 2 1 2

,.. 0

( , ,..., ) ( ) ( )... ( )
d

l

d d

k k

w k k k k k k


  U J J J , (15) 

где как всегда (0,0,...,0) 0w  . 

Ввиду коммутативности входящих в выра-

жение (15) матриц ( )kJ , собственные векторы 
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матрицы 
0U  представимы в виде кронекерова 

произведения собственных векторов одномер-

ной модели:  

1 2 1 2... ...
d d        F f f f , 

где 1,2,...,i L  , 1,2,...,i d .  

Сводя задачу на собственные значения  к вы-

числению 
1 2 1 2 1 2... ... 0 ...d d d          F U F , и учиты-

вая соотношения (9), получаем: 

1 2

1 2

... 1 2

0 0 0 1

... ( , ,..., ) ( )
d i

d

dl l l

d i

k k k i

w k k k k    
   

   , 

где 1,2,...,i L  , а 1,2,...,i d . 

6. Обсуждение и выводы 

Проведенные рассмотрения показывают, что 

с ростом размерности решетки d  степень вы-

рожденности спектра собственных значений 

возрастает: увеличивается как число вырож-

денных собственных значений, так и  степень 

их вырождения. Рассмотрим, как на вырожде-

ние собственных значений влияет дальнодей-

ствие, когда учитывается взаимодействие не 

только с ближайшими соседями (nearest neigh-

bors), но и со следующими соседями (next near-

est), и со следующими за ними соседями (next-

next nearest) - и так далее. 

В одномерной модели, за исключением не-

вырожденного первого собственного значения 

1 11
( ) ( )

l

k
w k k 


  , остальные собственные 

значения дважды вырождены - см. выражение 

(4). То же самое имеет место и в случае, когда 

учитывается взаимодействие только с ближай-

шими соседями – см. выражение (2) для соб-

ственных значений  (1)i . Иными словами, 

включение  дальнодействия не меняет вырож-

дения собственных значений. 

Для решеток большей размерности ситуация 

несколько сложнее. Начнем с изотропного вза-

имодействия, когда величина связи между спи-

нами 
1 2( , ,..., )dw k k k  не меняется при переста-

новке номеров 
1 2, ,..., dk k k  и, соответственно, 

величина собственного значения 
1 2 ... d    не 

зависит от порядка следования индексов 
1 , 

2

, …, 
d , пробегающих значения от 0 до L . 

Например, в двумерной модели: 

( , ) ( , )w n m w m n  и    . В такой ситуа-

ции, для d -й модели вырождение собственного 

значения 
1 2 ... d     равно 2 !d r d , где r  - число 

индексов, равных 1. Множитель 2d r  обуслов-

лен здесь двукратным вырождением собствен-

ных значений одномерной модели, а множитель 

!d  равен числу перестановок индексов 

1 2, ,..., d   . Та же самая картина имеет место и 

при учете взаимодействия с одними только 

ближайшими соседями, и оказывается, она не 

меняется при включении дальнодействия.  

Обратим внимание на то, что степень вы-

рождения растет экспоненциально по размер-

ности решетки d . 

Ситуация несколько меняется в случае ани-

зотропного взаимодействия, когда величины 

связей по разным осям решетки различны. В 

этом случае константа взаимодействия 

1 2( , ,..., )dw k k k  изменяется при перестановке 

своих аргументов 
1 2, ,..., dk k k  и, соответственно, 

величина собственного значения 
1 2 ... d    суще-

ственно зависит от порядка следования индек-

сов 
1 , 

2 , …
d . Например, в двумерной мо-

дели ( , ) ( , )w n m w n m , и    . В этой си-

туации вырождение собственного значения 

1 2 ... d     равно 2d r , где r  - число индексов, 

равных 1. Множитель !d  здесь пропадает. Та 

же самая картина имеет место при учете взаи-

модействия с одними только ближайшими со-

седям, и она не изменяется при включении 

дальнодействия. 

 Резюмируем: i) вырождение собствен-

ных значений резко возрастает с ростом раз-

мерности пространства d ; ii) включение даль-

нодействия не снимает вырождения, характер-

ного для взаимодействия только с ближайшими 

соседями; iii) вырождение уменьшается в !d  

раз при появлении анизотропии по разным осям 

многомерной решетки. 

Работа была поддержана грантом РФФИ № 

18-07-00750.

Spectrum of Ising connection matrix with arbi-

trary long-range interaction 

B.V. Kryzhanovsky and L.B. Litinskii  

Abstract. We examine a connection matrix of Ising model on a d-dimensional hypercube lattice with 

an arbitrary long-range interaction and periodic boundary conditions. We calculate eigenvectors of this 
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matrix as the Kronecker products of the well-known eigenvectors of the connection matrix of the one-

dimensional Ising model. The obtained rigorous results for eigenvalues are trigonometric polynomials of 

degree d  with coefficients equal to the interaction constants between spins. We found that a degeneracy 

of the eigenvalues of the spectrum remains when we include long-range interactions.. 

Keywords: Ising Model, hypercubic lattice, eigenvalue, Kronecker product                                          
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Аннотация. В работе рассматриваются решения для вычисления углов обзора виртуальной камеры, 

имитирующей реальное устройство наблюдения с заданным набором параметров его оптики и электроники. 

Также предлагается метод выполнения автоматической фокусировки изображения, получаемого при распре-

деленном рендеринге трехмерной виртуальной среды на современном многоядерном графическом процессо-
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1. Введение 

Одной из задач, стоящих при создании си-

стем виртуального окружения, является моде-

лирование в них настоящих устройств наблю-

дения, таких как фото- и видеокамеры. Эквива-

лентом таких устройств в синтезируемом про-

странстве выступают виртуальные камеры. Ви-

димое ими изображение формируется с помо-

щью технологий, методов и алгоритмов ренде-

ринга, которые, как правило, основаны на при-

менении распределенных вычислений на со-

временных графических процессорах (GPU). 

Реалистичность результата виртуального мо-

делирования средств наблюдения напрямую зави-

сит от степени соответствия генерируемых изоб-

ражений трехмерных сцен с теми изображениями, 

которые получаются с помощью реальных 

устройств. Такое соответствие во многом опреде-

ляется наличием и качеством имитации различ-

ных параметров оптики и электроники этих 

устройств, а также возникающих в них световых 

эффектов и помех. Данной проблеме посвящено 

не мало научных публикаций. Так, в работе [1] 

рассматриваются методы и распределенные алго-

ритмы моделирования искажений изображения и 

помех, свойственных реальным видеокамерам. 

Статьи [2, 3] описывают решения для реализации 

глубины резкости на изображениях трехмерной 

виртуальной среды. Авторы публикации [4] пред-

лагают оригинальные подходы к имитации хро-

матических аберраций и виньетирования.   

В данной работе предлагаются методы и 

подходы для моделирования ряда основных 

физических и оптических параметров 

устройств наблюдения при выполнении распре-

деленной визуализации трехмерных виртуаль-

ных сцен в масштабе реального времени. Рас-

сматривается вопрос вычисления углов обзора 

виртуальной камеры, соответствующих харак-

теристикам электроники и оптики имитируемо-

го устройства, а также размерам области выво-

да. Кроме того, описывается метод выполнения 

автофокусировки виртуальной камеры по цен-

тральной точке видимого ей кадра. Рассмотрим 

предлагаемые решения подробнее.  

2. Расчет углов обзора 

При моделировании реального устройства 

наблюдения в трехмерной виртуальной среде 

важной задачей является расчет горизонтального 

φh и вертикального φv углов обзора виртуальной 

камеры, соответствующей данному устройству. 

Именно они определяют пирамиду видимости, а 

значит и тот объем пространства, который будет 

виден на синтезируемых изображениях.  

Пусть необходимо смоделировать работу 

фото- или видеокамеры, электронная матрица 

которой имеет ширину Wm и высоту Hm (мм), а 

установленная оптика обеспечивает фокусное 

расстояние f. Рассмотрим вычисление угла φh, 

на основе которого затем найдем φv.  

Как показано в [5], зависимость угла обзора 

α реального устройства наблюдения с «полно-

кадровой» матрицей 24 x 36 мм (эквивалентна 

малоформатному кадру 35-миллиметровой фо-

топленки) от ее размера d (равного 36 мм для 

горизонтального угла или 24 мм для вертикаль-

ного) и фокусного расстояния f определяется 

как 

2 arctg
2

d

f
   . 
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Если используемая матрица не совпадает с 

«полнокадровой», то итоговое фокусное рас-

стояние fres зависит не только от оптики, но и от 

размеров матрицы. Данная зависимость выра-

жается коэффициентом kcrop, называемым кроп-

фактором, и имеет вид 

res crop
f k f  , 

35

2 2
crop

m m

D
k

W H





, 

где D35 ≈ 43.3 мм – диагональ упомянутого 

выше малоформатного кадра. Поэтому горизон-

тальный угол обзора φ для камеры с произволь-

ной матрицей, имеющей ширину Wm, можно 

вычислить по формуле 

 2 arctg
2

m

crop

W

k f
  

 

 
 
 

 . (1) 

Однако, кроме параметров самой камеры, 

горизонтальный угол обзора также зависит от 

размеров Wimg и Himg (мм) сторон формируемых 

ей кадров, а конкретнее от их соотношения (as-

pect ratio). В реальности изменение этих разме-

ров выполняется в меню устройства посред-

ством установки разрешения кадра по ширине и 

высоте в пикселах (Rw и Rh соответственно). 

Пользователю, как правило, предоставляется 

возможность выбора из нескольких вариантов. 

При визуализации трехмерной сцены с использо-

ванием виртуальной камеры значения Rw и Rh 

для формируемого кадра определяются разме-

рами области вывода изображения на экране 

(viewport) в пикселах. 

Введем обозначения Aimg и Am для отноше-

ний ширины кадра и электронной матрицы к их 

высотам. Тогда можно выделить три типа эф-

фективных областей использования матрицы в 

зависимости от значений Aimg и Am. Они показа-

ны на рисунке 1. При Aimg ≥ Am, кадр распро-

страняется на всю ширину матрицы, поэтому 

искомый угол обзора φh совпадает с вычислен-

ным по формуле (1) углом φ. Если же Aimg < Am, 

то для задания физически корректной пирами-

ды видимости виртуальной камеры необходимо 

рассчитывать φh в соответствии с шириной эф-

фективной области использования матрицы, 

равной Wimg (рис. 2). При условии квадратной 

формы пикселов имеем  

img w

img

img h

W R
A

H R
  , m

m

m

W
A

H
 , 

img m
H H , 

откуда следуют равенства 

img img

m m

A W

A W
 , 

 w

img m

h m

R
W W

R A



.  (2) 

Вычислив Wimg по формуле (2) и принимая 

во внимание, что 

tg tg /
2 2

h

m img
W W

 
 , 

Рис. 1. Эффективные области использования матрицы камеры (выделены белым)  

при различных соотношениях сторон кадра  

Aimg = Am Aimg > Am Aimg < Am 

Рис. 2. Расчет угла обзора камеры 
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получим 

2 arctg tg
2

w

h

h m

R

R A


   



 
 
 

. 

Суммируя все рассмотренные выше случаи 

соотношений сторон, горизонтальный угол φh 

обзора виртуальной камеры будем определять 

по формуле  

 

2 arctg tg ,  
2

,  

w

img m

h mh

img m

R
A A

R A

A A


  

 

 

  
  

 



. (3) 

Поскольку 

tg tg /
2 2

h v

w h
R R

 
  

то вертикальный угол φv ее обзора при этом 

вычисляется как   

 2 arctg tg
2

h h

v

w

R

R


   

 
 
 

. (4) 

На рис. 3а и 3б представлены результаты ви-

зуализации трехмерной модели виртуального 

полигона с применением описанного подхода. В 

ходе рендеринга была использована одна и та 

же модель устройства наблюдения с кроп-

фактором матрицы равным 1 и постоянным 

фокусным расстоянием. При этом соотношение 

размеров сторон области вывода изменялось: 

Aimg = Am (рис. 3а) и Aimg < Am (рис. 3б). Из ри-

сунков видно, что пересчет горизонтального 

угла обзора виртуальной камеры по формуле (3) 

сохраняет оптический зум постоянным. 

3. Фокусировка камеры 

Изменение фокусного расстояния и/или 

диафрагмы устройства наблюдения, а также 

смена композиции кадра в большинстве случаев 

влечет видимую потерю фокуса изображения. 

Существует несколько основных способов для 

его восстановления: ручная, однократная авто-

матическая или постоянная автоматическая фо-

кусировка. Первая состоит в подборе фокусного 

расстояния с помощью органов управления 

устройства наблюдения, например, путем пово-

ротов фокусировочного кольца объектива. Для 

реализации такого режима в виртуальной среде 

достаточно ассоциировать изменение параметра 

f в большую и меньшую стороны на некоторую 

величину ∆f с элементами используемого 

устройства управления (клавиатуры, мышки, 

реального или виртуального пульта управления 

и т.д.) В данной работе основное внимание уде-

лено моделированию автофокусировки по цен-

тральной точке кадра.     

Суть предлагаемого подхода заключается в 

использовании предварительной визуализации 

трехмерной среды с применением специальной 

виртуальной камеры и получением значения 

глубины сцены в направлении центра основно-

го кадра. Данная камера размещается в той же 

точке, что и текущая камера для основного рен-

деринга, и имеет такую же видовую систему 

координат VCS. Ширина и высота формируемо-

го изображения задаются равными одному пик-

селу. Для этого используется функция glView-

port из графической библиотеки OpenGL с па-

раметрами (0, 0, 1, 1). Горизонтальный угол 

обзора добавленной камеры устанавливается 

равным 0.01°, а вертикальный пересчитывается 

по формуле (4). Таким образом, данная камера 

смотрит в центральную точку основного кадра. 

Предварительный рендеринг сцены с ее приме-

нением выполняется в упрощенном виде, не 

требующем расчета освещенности и наложения 

никаких текстур, кроме карт прозрачности. По-

Рис. 3. Зависимость горизонтального угла обзора от соотношения сторон области вывода 

а) б) 
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следние текстуры необходимо учитывать, по-

скольку они могут задавать полностью про-

зрачные (невидимые) части виртуальных объек-

тов, влияя тем самым на общую геометрию 

сцены. В результате проведенной визуализации 

графической картой формируется z-буфер раз-

мером в 1 пиксел. В этом пикселе записана глу-

бина d   [0, 1], которая соответствует расстоя-

нию r от основной камеры до точки некоторого 

объекта виртуальной среды, проецируемой в 

центр текущего кадра и ближайшей к камере. 

Для вычисления r используем формулу из работы 

[3]: 

23

22
2 1

m
r

m d


 
, 

где m22, m23 – элементы матрицы перспек-

тивного преобразования текущей камеры,  

22

p p

p p

f n
m

n f





,  

23

2
p p

p p

f n
m

f n

  



, 

np и fp – расстояния до ближней и дальней 

плоскостей отсечения камеры в ее системе ко-

ординат VCS.  

Далее производится распределенный ренде-

ринг изображения сцены, видимого основной 

камерой, на GPU с расчетом освещенности и 

применением к объектам необходимых текстур 

и материалов. Для полученного кадра выполня-

ется моделирование глубины резкости по мето-

ду, изложенному в [3]. При этом требуемый 

фокус изображения по центральной точке кадра 

обеспечивается использованием значения r в 

качестве расстояния фокусировки. В режиме 

однократной автофокусировки расчет данного 

расстояния описанным выше способом и его 

сохранение в памяти выполняется один раз при 

поступлении сигнала от заданного элемента 

устройства управления, например, клавиши на 

клавиатуре. При постоянной автофокусировке 

расчет выполняется перед визуализацией каж-

дого кадра.    
На рисунке 4 представлены примеры изоб-

ражений трехмерной виртуальной сцены, сфо-

кусированных на переднем (слева) и заднем 

(справа) планах по центральной точке кадра с 

применением описанного метода.  

4. Заключение 

В данной работе были рассмотрены подходы 

к моделированию в виртуальной среде реаль-

ных устройств наблюдения, обладающих набо-

ром характеристик их оптических и электрон-

ных компонентов. На базе предложенных реше-

ний для расчета углов обзора виртуальной ка-

меры, а также метода ее фокусировки по цен-

тральной точке кадра были созданы оригиналь-

ные программные модули. Они были протести-

рованы в составе системы визуализации, разра-

ботанной в ФГУ ФНЦ НИИСИ РАН. Проведен-

ная апробация показала возможность использо-

вания предложенных методов и подходов в си-

стемах виртуального окружения.  

Исследование выполнено при финансовой 

поддержке РФФИ в рамках научного проекта № 

19-07-00393. 

Рис. 4. Автофокусировка виртуальной камеры по центральной точке 
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Methods for simulation of camera’s parameters  

and focusing in virtual environment 

Andrey Maltsev, Leonid Finagin 

Abstract. The article discusses solutions for computing view angles of a virtual camera, which simulates a 

real surveillance device with a given set of optical and electronic system parameters. A method for autofocusing im-

ages in distributed visualization of three-dimensional virtual environment on multi-core graphics processor is also 

proposed. 

Keywords: virtual environment, rendering, real time, surveillance device, focal length, view angle 
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Создание системы управления с обрат-

ной  связью при разработке нефтяных ме-

сторождений 
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Аннотация. Рассматривается возможность применения метода, используемого в кибернетике, как 

науке управления, при создании эффективной системы реализации проекта разработки нефтяных месторож-

дений. Управление реализуемой системы разработки через корректируемые в процессе разработки исходные 

данные по свойствам нефтенасыщенных кернов и гидродинамических исследований пластов и скважин. А 

именно, создание системы получения, хранения, преобразования  и передачи информации для включения 

обратной связи.  Задача состоит в том, чтобы полученная информация оказывала влияние на реализуемую 

модель или проект разработки. Т.е. прямое изменение (корректировка) модели для эффективной организации 

выполнения проектных  решений. 

Ключевые слова: разработка нефтяных месторождений, обратная связь, база исходных 

данных, пластовые флюиды, керн, гидродинамические исследования 

 

1. Введение 

При проектировании разработки нефтяных 

месторождений одним из важнейших аспектов 

является использование комплекса данных ла-

бораторных исследований пластовых флюидов, 

и керна, гидродинамических (ГДИ) и промыс-

лово-геофизических (ПГИ) исследований пла-

стов и скважин [1]. Полученные по всем этим 

направлениям результаты исследований явля-

ются взаимосвязанными и позволяют модели-

ровать процессы разработки, составлять  проек-

ты разработки и осуществлять контроль и 

управление процессами разработки [2].  

Таким образом, создается основа для управ-

ления и целенаправленных действий по техно-

логии процесса добычи нефти, а именно, про-

екта разработки нефтяного месторождения. В 

настоящее время корректировки в проекты раз-

работки вносятся не регулярно, а в зависимости 

от изменения представления о геологическом 

строении и геологических запасах разрабатыва-

емого объекта и уточнения свойств породы и 

пластовых флюидов или при изменении факти-

ческих показателей разработки от проектных 

свыше допустимых отклонений. Такой подход к 

управлению добычи нефти является спонтан-

ным и призван задним числом скорректировать 

недостатки проектирования и системы добычи 

нефти с целью исправления экономических 

показателей. 

2. Создание системы 

управления с обратной связью 

Изменившиеся в процессе разработки ис-

ходные данные являются следствием, так назы-

ваемого влияния разработки, а именно, измене-

ния, возникшие в процессе добычи, могут зна-

чительно отличаться от первоначальных (при-

нятых в проектном документе). 

Возможность применения методов, исполь-

зуемых в кибернетике как науке управления,  

уже на данном уровне получения информации 

при исследовании пластовых флюидов, нефте-

насыщенных кернов, гидродинамических и 

промыслово-геофизических исследований пла-

стов и скважин, позволит корректировать про-

ектный документ в течение всего времени экс-

плуатации скважин. 

Для этого необходимо создать систему по-

лучения, хранения, преобразования и передачи 

информации для включения обратной связи. 

Задача состоит в том, чтобы полученная ин-

формация оказывала влияние на реализуемую 

схему или проект разработки. Т.е. прямое изме-

нение (корректировка) модели для эффективной 

организации выполнения проектных решений. 

В кибернетике разработаны общие принци-

пы создания управления и автоматизации ум-

ственного труда в различных природных, тех-

нических и общественных системах. Однако, 
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создание научных основ и целенаправленных 

действий с использованием кибернетики, а 

именно, путем переработки и учета изменив-

шейся информации относительно исходной, в 

нефтяной отрасли не проводилось. Основным 

препятствием на этом пути являлось отсутствие 

базы данных и технических средств для реше-

ния этой задачи (большой объем информации). 

Создание современной базы данных, а также 

применения одного из инструментов киберне-

тики – метода математической статистики, поз-

волит начать новый этап в развитии проектиро-

вания разработки с элементами обратной связи. 

В настоящее время практически во всех 

крупных нефтяных компаниях в той или иной 

мере ведется сбор первичной информации, ко-

торая хранится в различном виде: базы данных, 

электронный архив, бумажные носители и т.д. 

Как правило, регулярный анализ полученной 

информации не проводится, а учитывается 

только при необходимости составления нового 

подсчета запасов или проектного документа. 

Кроме того, чтобы не менять ранее принятые 

параметры пласта, данные, показывающие из-

менение свойств флюидов или коллектора в 

процессе разработки, не учитываются. 

Для мониторинга процесса изменения пара-

метров продуктивного пласта, необходим регу-

лярный анализ промысловых данных с постро-

ением зависимостей и учетом условий отбора 

проб флюидов, керна, гидродинамических и 

промыслово-геофизических исследований. Та-

кое регулярное наблюдение за изменением 

свойств пласта и флюидов может дать материал 

для своевременной корректировки системы 

разработки пласта до того момента, когда про-

изойдет значительное ухудшение процесса вы-

работки запасов.  

Важным направлением анализа необходимо 

считать, как качество проведенных исследова-

ний, связанных с условиями отбора и процес-

сом выполнения исследований, так и количе-

ством и периодичностью исследований. В усло-

виях даже крупных нефтяных компаний иссле-

дования, в последнее время, проводятся крайне 

мало по целому ряду причин, связанных с тем, 

что ведется в основном эксплуатационное бу-

рение, обводненность продукции высокая, во-

влекаются в разработку пласты с трудноизвле-

каемыми запасами, которые для вызова притока 

часто  приходится подвергать химическим ме-

тодам интенсификации, после которых адекват-

ные пробы нефти или образцов керна получить 

невозможно. Результаты проведенных ранее 

исследований или не сохранились, или они про-

водились в условиях, которые не соответствуют 

современным нормативным документам. 

В небольших компаниях ситуация еще более 

сложная, поскольку исследования проводятся 

мало, или не проводятся совсем. Для неболь-

ших месторождений почти все параметры бе-

рутся по аналогии, а выбор аналогов зависит не 

от объективных причин, связанных с идентич-

ными условиями осадконакоплений, а по прин-

ципу «что есть». Работы по контролю динамики 

изменения параметров в процессе разработки 

вообще  не планируются. Хотя на малых место-

рождениях влияние изменения пластовых усло-

вий может быть значительнее, чем на крупных, 

и приводят к более серьезным последствиям 

для выработки запасов. 

Проблема оценки влияния изменения харак-

теристик пласта и флюидов весьма сложная и 

многозадачная. В процессе разработки меняют-

ся термобарические условия фильтрации флю-

идов, меняется смачиваемость породы, может 

изменяться проницаемость поровой среды 

вследствие выпадения асфальто-смоло-

парафиновых веществ [3], переноса слабосце-

ментированных разностей породы. Эти эффек-

ты зависят от принятой системы разработки, 

скоростей фильтрации, технологии закачки вы-

тесняющих агентов. 

При анализе разработки решается, как пра-

вило, обратная задача: по промысловым дан-

ным проводится адаптация параметров коллек-

тора и флюидов. Такой подход, безусловно, 

оправдан тем, что постоянные замеры прово-

дятся по дебитам скважин, обводненности про-

дукции и, в лучшем случае, забойным и пласто-

вым давлениям. Т.е. решается макрозадача 

формирования модели потоков в пласте. Но, как 

и почему меняются потоки в процессе разра-

ботки, эти данные не устанавливают. 

Начиная с 2000 годов разными авторами де-

лается попытка решения прямой задачи оценки 

на микроуровне изменения состава нефти и 

свойств коллектора. Задачи разделяются по уз-

ким направлениям: изменение свойств нефти, 

изменение смачиваемости, проницаемости и 

т.д. Найти универсальное решение проблемы 

сложно в связи с многообразием видов микро-

неоднородностей, углеводородов и пластовых 

вод. 

Одним из возможных направлений решения 

этой задачи может стать создание единой базы 

свойств пластовых флюидов и коллекторов, 

основанной на результатах отбора и исследова-

ния проб флюидов и керна, гидродинамических 

и промыслово-геофизических исследований, с 

проведением мониторинга изменения парамет-

ров пластов в процессе разработки, приурочен-

ных к единой системе геологического формиро-

вания и имеющих сходные начальные свойства.  

Создание такой базы возможно только на 

общей основе, созданной по данным исследо-
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ваний разных недропользователей, результаты 

мониторинга при этом должны быть доступны 

участникам создания единой базы данных. Эти 

результаты могут использоваться для оценки 

процесса разработки целевых пластов даже при 

наличии малого количества исследований или 

без них, используя метод аналогии. 

На рисунке 1 представлена схема передачи и 

получения информации по методу обратной 

связи от недропользователя к исполнителям. 

Рис. 1. Схема передачи и получения информации по 

методу обратной связи от недропользовате-

ля    к    исполнителям 

3. Принцип создания информацион-

ного банка данных для реализации 

обратной связи в проекте разработки 
Одним из основных направлений создания 

единой базы свойств пластовых флюидов, кол-

лекторов, гидродинамических и промыслово-

геофизических исследований является создание 

информационного банка данных по физико-

химическим и  PVT свойствам пластовых 

нефтей [4]. 

Исходя из современных представлений о 

физико-химических процессах, происходящих 

при разработке нефтяных месторождений, 

можно сделать вывод, что параметры пласто-

вых нефтей изменяются под влиянием следую-

щих факторов: уменьшения газосодержания  

пластовых нефтей в зоне контакта с закачивае-

мой водой, захвата адсорбционной поверхност-

ной пленки и различных отложений при увели-

чении скорости движения пластовой нефти; 

увеличения охвата нефтяного пласта заводне-

нием при увеличении депрессии на пласт; за-

качки в пласт различных агентов, изменения 

термобарических условий залегания  продук-

тивного объекта (изменения температуры и 

давления в процессе разработки) и т.д.  

Основной принцип работы информационно-

го банка данных - чем больше объем информа-

ции, внесенный в базу данных, тем качествен-

ней можно выполнить анализ и оценку «исто-

рии» и прогноз изменения параметров, а так же 

восстановить недостаточную или утраченную 

информацию. 

Все полученные по конкретному месторож-

дению исследования физико-химических 

свойств пластовых флюидов, как правило, со-

храняются в виде научных и технических отче-

тов, подсчетных и проектных документов. 

Пользование такой накопленной информацией 

весьма трудоемко и для составления каждого 

последующего документа требует привлечения 

высококвалифицированных специалистов, а 

время поиска и анализа всей необходимой ин-

формации, как правило, ограничено. 

Кроме того, формат анализа и выдачи дан-

ных, представленных в различных отчётных 

материалах, выполнен по различным методикам 

и регламентам, что так же вносит путаницу в 

правомерности использования имеющихся дан-

ных при составлении новых проектных доку-

ментов. 

В настоящее время исследования пластовых 

флюидов (нефть, газ, вода) выполняются в со-

ответствии со стандартом отрасли ОСТ 153-

39.2-048-2003 «Нефть. Типовое исследование 

пластовых флюидов и сепарированных нефтей» 

(Объем исследований и формы представления 

результатов). Поэтому таблицы и графики, ис-

пользуемые для хранения информации, приня-

ты в соответствии с вышеуказанным норматив-

ным документом. 

Наиболее рациональным видом анализа, об-

работки, хранения и выдачи данных по стан-

дартным формам является автоматизированный 

БАНК. Все имеющиеся данные, перед тем как 

их заносят в «Базу данных», проходят аналити-

ческую проверку на «качество», т.е. оценивают-

ся условия отбора проб, история разработки, 

геология объекта, динамика изменения свойств. 

Параметры PVT пластовых нефтей проверяют-

ся расчетом и по корреляционным зависимо-

стям. Отбракованные в результате такой про-

верки данные из базы не исключаются, т.к. мо-

гут служить источником информации по от-

дельным видам исследований и характеризо-

вать историю исследований проводимых ранее.  

Таким образом, в базу данных заносится вся 

имеющаяся информация, а в банке данных ис-

пользуются только качественные данные, кото-

рые позволяют проводить достоверные техно-

логические расчеты и дают возможность оце-

нить изменение свойств по глубине залегания, 

по площади и во времени в результате воздей-

ствия процесса разработки месторождения. 

«Банк данных физико-химический свойств 

пластовых нефтей» включает в себя несколько 

программ формирования массива исходных 

данных о параметрах пластовых нефтей, физи-

ко-химических свойствах поверхностных 

нефтей, компонентном составе пластовой и де-

газированной нефти и газа. Каждая программа 

обеспечивает ввод и запись информации в 

ЭВМ, запись информации в память, сортировку 

информации по «ключевым» признакам, кон-
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троль на наличие ошибок, пополнение массива 

информации и корректировку отдельных запи-

сей. 

Выдача информации предусматривается в 

форме стандартных таблиц, практически соот-

ветствующих (с некоторой корректировкой) 

результирующим таблицам нормативного доку-

мента [5]. Предусматриваются также програм-

мы, позволяющие получать зависимости по 

различным свойствам нефтей, характеризую-

щих нефти по объекту, по пласту, по глубине 

залегания. 

Поисковая система должна обеспечивать 

формирование задания по запросу, поиск ин-

формации и выдачу информации. Выдача ин-

формации должна осуществляться отдельно по 

скважинам, горизонтам, месторождениям. В 

результате можно получать результирующие и 

статистические отчеты, как по отдельным про-

бам и параметрам, так и по пластам и место-

рождениям. 

Примерная схема обработки и передачи 

данных в информационном банке, включенном 

в обратную связь, действующего проекта разра-

ботки нефтяного месторождения, представлена 

на Рисунке 2. 

 

Рис. 2. Схема обработки и передачи данных в       

информационном банке, включенном в обратную 

связь, действующего проекта разработки нефтяного 

месторождения 

Создание банка данных предусматривает ре-

гулярное внесение объема информации, не-

обходимого для вывода корреляционных зави-

симостей по свойствам нефтей по данному ре-

гиону, по восполнению частично недостающей 

информации, оперативной оценки степени изу-

ченности  того или иного объекта, а так же для 

введения в разработку Метода Обратной связи. 
 

3. Заключение 

Начальный состав и распределение компо-

нентов нефти и газа по разрезу и площади про-

дуктивной толщи определяют, прежде всего, 

запасы компонентов пластовой нефти и газов, 

возможные объемы их добычи и переработки, 

систему разработки залежи, технологией про-

мысловой подготовки и переработки пластовых 

флюидов. 

Знание динамики составов флюидов необхо-

димо для корректировки текущих и долгосроч-

ных дебитов исходного сырья для их поставки 

потребителю и контроля за процессом разра-

ботки залежи, включая компонентоотдачу. 

Одна из задач при проведении физико-

химических и PVT исследований пластовых 

флюидов является выбор режима работы си-

стемы пласт – скважина и скважина – сепара-

тор, т.е. дебита, депрессии и условий сепара-

ции, при которых обеспечивается наиболее 

полная и достоверная исходная (начальная) ха-

рактеристика пластовой нефти. Однако влияние 

разработки на количественное и качественное 

изменение состава добываемой нефти требует 

введение корректирующих параметров в проек-

ты разработки нефтяных месторождений в про-

цессе их реализации. 

В настоящее время по данному вопросу нет 

единой методологической базы и имеющиеся 

данные часто несопоставимы. 

Публикация выполнена в рамках государ-

ственного задания ФГУ ФНЦ НИИСИ РАН - 

Проведение фундаментальных научных иссле-

дований (47 ГП) по теме № 0065-2019-

0019«Создание методики выявления невырабо-

танных зон на нефтяных месторождениях и 

подсчёта остаточных запасов нефти на основе 

комплексирования математического моделиро-

вания, анализа разработки с исследованиями 

скважин и пластов» (рег. № АААА-А19-

119020190071-7). 

 

Creating a feedback management system for oil 

field development 

K.D. Ashmyan, S.G. Volpin, O.V. Kovaleva, G. A. Kovaleva  

Abstract. The paper Considers the possibility of applying the method used in Cybernetics as a management 

science in creating an effective system for implementing an oil field development project. Management of the imple-

mented development system through initial data on the properties of oil-saturated cores and hydrodynamic studies of 

reservoirs and wells that are corrected during development. Namely, creating a system for receiving, storing, convert-
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ing and transmitting information to enable feedback. The goal is to ensure that the received information has an impact 

on the implemented model or development project, i.e., direct modification (correction) of the model for effective 

organization of project decisions. 

Keywords: oil field development, feedback, source data base, reservoir fluids, core, hydrodynam-

ic research 
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Параметрическая компенсация тепловых 

сдвигов в сенсорах на основе поверхностного 

плазмонного резонанса 

Ф.А. Юдкин1, А.В. Голубкин2  

1ФГУ ФНЦ НИИСИ РАН, Москва, Россия, yudkin.fedor@yandex.ru 

2ФГУ ФНЦ НИИСИ РАН, Москва, Россия, alexandr_go@bk.ru  

Аннотация. Полупроводниковые лазеры широко применяются в сенсорных приборах, работающих 

на эффекте поверхностного плазмонного резонанса. Плазмонные сенсоры обладают высокой чувствительно-

стью к смещению длины волны излучения. Особенно это критично для газовых сенсоров при длительных 

интервалах измерения.  В данной статье рассматривается параметрическая компенсация ухода минимума 

резонансной кривой сенсора вследствие теплового сдвига частоты лазера. Для компенсации предлагается 

варьировать градиент показателя преломления поверхностного диэлектрического слоя. На основе структуры 

Glass – Ag – TiO2 дается оценка влияния смещения длины волны излучения на сдвиг положения минимума 

ППР. Представлены соотношения, с помощью которых рассчитывается компенсационный градиент при за-

данных характеристиках сенсора, в том числе толщины диэлектрического слоя. Приведено усредненное зна-

чение градиента коэффициента показателя преломления диэлектрического слоя для типичного полупровод-

никового лазера. Данная методика может быть применена при использовании различных типов полупровод-

никовых лазеров. 

Ключевые слова: ППР, температура, смещение лазера, плазмонный резонанс, показатель 

преломления, длина волны 

 

1. Введение 

Сенсоры на основе поверхностного плаз-

монного резонанса (ППР) обладают высокой 

чувствительностью более 10-6 RIU и представ-

ляют интерес для различных биологических и 

экологических применений [1,2,3]. Увеличение 

чувствительности сенсоров за данные пределы 

является актуальной проблемой данной катего-

рии сенсоров. Физическая модель сенсора пока-

зывает, что положение минимума поверхност-

ного плазмонного резонанса существенно зави-

сит от длины волны падающего излучения [4]. 

Для газовых анализаторов, в связи с их повы-

шенной чувствительностью это влияние наибо-

лее существенно, ограничивая чувствитель-

ность сенсора на длительных (десятки минут) 

интервалах измерений, характерных для биоло-

гических и некоторых химических процессов. 

Также интерес представляет использование 

эффекта в проблеме оптической трассировки 

процессорных шин, где, в связи с плотностью 

компоновки, шины занимают наибольшую 

площадь кристалла. 

Таким образом, необходимость компенсиро-

вать тепловой уход лазера по частоте является 

важной задачей сенсорики. 

В настоящей работе рассматривается вари-

ант компенсации ухода частоты лазера от уве-

личения температуры рабочего тела путем из-

менения параметров поверхностного слоя сен-

сора.  

2. Постановка задачи 

Факт того, что сегодня все еще проводятся 

исследования по минимизации сдвигов длины 

волны лазеров от температуры, говорит о том, 

что данная проблема актуальна [5]. 

 

Рис.1. Усредненная характеристика температурного 

ухода полупроводникового лазера по частоте.          

 

Существующие в настоящее время полупро-

водниковые лазеры обладают значительным 

температурным смещением частоты излучения. 

Типичный график такого смещения [6,7,8] при-

веден на рис.1. 

Эти изменения приводят к сдвигу резонанса 

в плазмонных сенсорах. На рис.2 показана за-

mailto:yudkin.fedor@yandex.ru
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висимость смещения минимума ППР от длины 

волны падающего излучения. 

 

Рис.2. Зависимость сдвига минимума поверхностно-

го плазмонного резонанса от частоты падающего 

излучения.          

 

Из графика видно, что уменьшение длины 

волны падающего излучения приводит к увели-

чению угла плазмонного резонанса. 

Оценим количественное влияние сдвига 

длины волны лазера на положения минимума 

ППР. 

 

Рис.3. Смещение минимума ППР в системе Glass – 

Ag – TiO2.          

 

Для этого проведем простое моделирование 

поведения ППР с использованием програм-

мыTFCalc (Software Spectra) для активного ма-

териала сенсора TiO2. Как можем видеть на рис. 

3, угол ППР увеличивается на 2,126 градуса. 

При чувствительности сенсора 10-6 RIU теряет-

ся около четырех порядков в значении точно-

сти. 

3. Методика компенсации 

Для расчета используется структура сенсо-

ра, приведенная на рис.4. 

   
Рис.4. Базовая конфигурация для наблюдения по-

верхностного плазмонного резонанса. 

Положение пика поглощения плазмонного 

резонанса определяется как: 

 
1/2

2 2

,

2 2
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1
sin
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n n n
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где nS – показатель преломления диэлектрика 

S, из которого падает излучение; nA – в данном 

соотношении полубесконечный эффективный 

слой, суммирующий показатели преломления n3 

и n4; nM,i – мнимая часть комплексного 

показателя преломления металлического слоя 

[9]. 
Из соотношения (1) легко сделать вывод о 

параметрах материала, необходимых для 

компенсации частотного сдвига лазера.  

 

        (2)  

 
Имея все данные из правой части выраже-

ния можем вычислить необходимые для ком-

пенсации оптические характеристики диэлек-

трика формуле (2). Диэлектрик nА это полубес-

конечный эффективный слой, который заменяет 

детектируемый диэлектрик, и окружающую 

среду. Однако в соотношении (2) необходимо 

разделить nA на составляющие её n3 и n4. Так 

как показатель преломления среды из которой 

падает свет и металлической пленки помечены 

узлы решетки, расстояния до которых от 

начальной точки в левом нижнем узле равно 

этим числам. считаем заранее известными, а 

угол ППР, исходя из поставленной задачи, по-

стоянным, то требуется получить показатель 

преломления тонкослойного диэлектрического 

покрытия n3 [10]. С учетом толщины d3, выра-
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жение для нахождения показателя преломления 

nA будет выглядеть как (3): 

   (3) 

 

Тогда для нахождения показателя 

преломления тонкослойного диэлектрика 

объединим (2) и (3): 

   

 

(4) 

 

Таким образом, воспользовавшись соотно-

шением (4) и задав толщину диэлектрика, полу-

чим уточнённое значение градиента n/λ для 

каждого конкретного лазера. 

Посчитаем крайние точки nA для случая, ко-

гда среда, из которой падает излучение – стек-

ло, а металл – серебро. Проведя вычисления 

получим изменение показателя преломления 

необходимое для компенсации теплового сме-

щения частоты лазера. Для нашего случая гра-

диент составляет n/λ = 0.0001784113 (Рис. 5). 

4. Обсуждение результатов 

 Полученный градиент указывает направле-

ние, в котором должен изменяться показатель 

преломления диэлектрика. Однако, чтобы более 

точно определить материал диэлектрика, кото-

рый компенсировал бы уход длины волны лазе-

ра, необходимо для каждой модификации сен-

сора просчитать значение n3 в рабочих точках 

диапазона изменения длины волны лазера. 

Также смещение пика вызывает температур-

ное изменение толщины слоя диэлектрика, од-

нако эти изменения достаточно малы для того 

чтобы исключить их из рассмотрения. Напри-

мер, коэффициент теплового расширения диок-

сида титана 7,4 * 10-6 град-1. Синус угла SPR в 

таком случае увеличится на 5,476*10-11. 

Изменение длины волны источника излуче-

ния касается не только сенсорной области, но и 

любой другой, где может использоваться плаз-

монный эффект. Например, в оптических ком-

мутаторах, оптоволоконных кабелях или опти-

ческих процессорах. 

Использование плазмонного эффекта в ком-

мутационных устройствах позволяет устранить 

недостатки, среди которых ограничение узлами 

коммутации пропускной способности оптиче-

ской сети. Это объясняется тем, что информа-

ционный сигнал преобразуется из оптического 

в электрический и обратно, поэтому данное 

направление является перспективным в области 

информатики [11,12]. 

Рис.5. Расчетный градиент показателя пре-

ломления диэлектрика при изменении частоты 

излучения. 

 

Применение плазмонного резонанса в ком-

мутации более эффективно, так как в условиях 

резонанса происходит полное поглощение энер-

гии света. Однако резонанс очень чувствителен 

к изменению внешних условий поэтому смеще-

ние частоты лазера при микронных размерах 

переключающего элемента влечет за собой су-

щественное ухудшение работы коммутатора 

[13]. 

Компенсация ухода длины волны лазера 

также поможет в получении более точных ре-

зультатов при исследованиях оптических ком-

мутаторов на основе мемристорных нанострук-

тур с учетом временных и температурных воз-

действий [14]. 

6. Выводы 

В данной работе было рассмотрено негатив-

ное влияние изменения температуры лазера на 

смещение пика плазмонного резонанса и по-

следствия этого смещения для длительных из-

мерений. В результате исследований удалось 

компенсировать сдвиг резонансного провала 

вследствие температурного дрейфа частоты 

лазера путем изменения параметров аморфного 

диэлектрического слоя. Рассмотренная методи-

ка позволяет увеличить чувствительность плаз-

монных сенсоров на длительных интервалах 

измерений, что характерно для биологических 

анализов и других применений, требующих 

стабильных опорных уровней. Параметриче-

ская компенсация позволяет простыми техноло-

гическими методами значительно улучшить 

стабильность приборов на основе плазмонного 
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резонанса. Так, для чувствительности сенсора 

10-6 RIU необходимо стабилизировать темпера-

туру прибора с точностью 2,35 * 10-7 градусов 

Цельсия, что недостижимо методами внешней 

стабилизации температуры.  

Работа выполнена при поддержке Россий-

ского Фонда Фундаментальных исследований. 

Проект №: 19-29-03030.

 

Serface plasmon resonance sensors parametric 

compensation of thermal shift  

F.A. Yudkin and A.V. Golubkin  

Abstract. Semiconductor lasers are widely used in the surface plasmon resonance sensor devices. SPR 

sensors are highly sensitive to offset wavelength radiation. This is especially critical for gas sensors with 

long measurement intervals. This article discusses the parametric compensation of the sensor resonance 

curve minimum departure due to the thermal shift of the laser frequency. To compensate, it is proposed 

to vary the gradient of the surface dielectric layer refractive index. Based on Glass - Ag - TiO2, an 

assessment of the radiation wavelength shift effect on the minimum SPR position shift is given. The 

ratio by which the compensation gradient is calculated for the given sensor characteristics, including the 

dielectric layer thickness are presented. The averaged gradient of the dielectric layer refractive index 

coefficient for a typical semiconductor laser is presented. This technique can be applied using various 

types of semiconductor lasers. 

Keywords: SPR, temperature, laser shift, plasmon resonance, refractive index, wavelength. 
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Составление многопроцессорного расписа-

ния в системе с двумя типами ресурсов 

М.Г. Фуругян  

ВЦ ФИЦ ИУ РАН, Москва, Россия, rtsccas@yandex.ru; 

Аннотация. Рассматривается задача построения расписания с прерываниями при наличии двух типов 

ресурсов  возобновляемых (идентичные процессоры) и не возобновляемых, используемых для выполнения 

комплекса работ. Известны директивные интервалы и объемы выполняемых работ. Количество не возобнов-

ляемого ресурса является непостоянным. Для нахождения допустимого распределения ресурсов и построения 

расписания выполнения работ разработан алгоритм, основанный на нахождении максимального потока в 

сети. 

Ключевые слова: возобновляемые и не возобновляемые ресурсы, допустимое расписание с 

прерываниями, потоковая сеть 

 

 

1. Введение 

Задачи составления многопроцессорных 

расписаний и планирования работ возникают во 

многих научных и производственных областях. 

Алгоритмы их решения составляют одну из 

основных частей математического и программ-

ного обеспечения для бортовых вычислитель-

ных систем, систем планирования работ в стро-

ительстве, при разработке и функционировании 

сложных технических объектов, в частности 

систем ПРО и ПВО, в других областях деятель-

ности человека. Примером успешного приме-

нения систем планирования работ с использо-

ванием не возобновляемых ресурсов могут 

служить системы МКП и ПЕРТ, разработанные 

и использованные в конце 50-х годов прошлого 

века для управления различного рода граждан-

скими и военными проектами в США. 

  Имеется большое число публикаций по 

распределению возобновляемых ресурсов (ма-

шин, приборов, процессоров), или составлению 

расписаний. Отметим работы [1 – 4], в которых 

решаются задачи составления многопроцессор-

ных расписаний при различных условиях (до-

пускаются или не допускаются прерывания, 

одинаковые или различные директивные интер-

валы, идентичные или различные процессоры). 

В этих работах рассматривается один тип ре-

сурса  возобновляемый, в роли которого вы-

ступают процессоры.  

В [5, 6] при выполнении работ наряду с про-

цессорами используются также не возобновля-

емые ресурсы. В отличие от возобновляемых 

ресурсов, они не могут использоваться много-

кратно. В [5, 6] предполагается, что при выде-

лении такого ресурса работе ее длительность 

сокращается линейным образом. 

В настоящей статье рассматривается задача 

составления расписания выполнения комплекса 

работ при наличии двух типов ресурсов  воз-

обновляемых и не возобновляемых. В отличие 

от [5, 6], предполагается, что не возобновляе-

мый ресурс выделяется работам многократно, в 

заданные моменты времени. В статье предло-

жен полиномиальный алгоритм нахождения 

допустимого распределения ресурсов и постро-

ения допустимого расписания. Алгоритм осно-

ван на сведении исходной задачи к потоковой.  

2. Формулировка задачи 

Имеется множество работ (заданий) 

}...,,,{ 21 nwwwW  , подлежащих выполнению. 

Каждая работа Wwi  , ,,1 ni   характеризуется 

директивным интервалом ],( ii fb  (работа iw  

может выполняться только в этом интервале;  

ib   момент готовности,  if   директивный 

срок) и объемом iQ . Для выполнения работ 

имеется два типа ресурсов  возобновляемых и 

не возобновляемых. Возобновляемые ресурсы 

(процессоры) могут использоваться всеми ра-

ботами многократно. Их количество равно m. 

Все процессоры являются идентичными. Объем 

работы, выполняемый процессором, равен про-

должительности его использования. При вы-

полнении заданий допускаются прерывания и 

переключения с одних процессоров на другие. 

Предполагается, что прерывания и переключе-

ния выполняются мгновенно и не требуют ка-

ких-либо затрат. Не допускается параллельное 

выполнение несколькими процессорами одной 

работы и одновременное выполнение несколь-

ких работ одним процессором. Не возобновля-

емый ресурс (электроэнергия, денежные ресур-
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сы), выделенный некоторой работе, в дальней-

шем использоваться не может. 

 Величины не возобновляемого ресурса в 

различные моменты времени могут отличаться, 

так же как и ограничения на его потребление 

заданиями А именно, пусть ];0( T  ─ период 

планирования, в котором распределяются ре-

сурсы и строится расписание выполнения работ 

( ];0(],( Tfb ii   при всех ni ,1 ). Не возоб-

новляемый ресурс выделяется работам в мо-

менты времени ,,0, Kkk   где 

....0 110 TKK     Имеющаяся вели-

чина не возобновляемого ресурса в момент 

времени k  составляет KR , а максимальная 

величина этого ресурса, которая может быть 

использована заданием iw  в момент времени 

k , равна  ,
0
ikr  ,,1 ni   .,1 Kk   Работе iw  не 

возобновляемый ресурс может быть выделен в 

момент k  только в том случае, если 

ikiki dfb  ,  0ikd   заданная величина 

(т.е. на освоение этого ресурса должно оста-

ваться время, не меньшее ikd ),  ,,1 ni   

.,1 Kk   Выделение в момент времени k  за-

данию iw  не возобновляемого ресурса в коли-

честве ikr  обеспечивает объем работы по вы-

полнению этого задания, равный ikk rc , ,,1 ni   

,,1 Kk   где 0kc   заданные величины. При 

этом не должны нарушаться следующие огра-

ничения:  

                   0
ikik rr  , ,,1 ni  ,,1 Kk             (1) 

                        k

n

i

ik Rr 
1

, .,1 Kk               (2) 

  

Выполнение задания с помощью не возоб-

новляемого ресурса не влияет на его выполне-

ние с помощью возобновляемых и не возобнов-

ляемого ресурсов, выделенных ему в другие 

моменты времени. 

Распределение ресурсов, а также соответ-

ствующее ему расписание выполнения работ W 

указывают для каждого задания  Wwi  , 

,,1 ni   и каждого моменты времени ],0( Tt , 

выполняется ли оно каким-либо процессором, а 

для каждого момента времени k , ,,1 Kk   

определяют количество не возобновляемого 

ресурса, выделенного ей. При этом требуется  

выполнение неравенств (1) , (2).  

Распределение ресурсов, при котором каж-

дое задание  Wwi  , ,,1 ni   полностью вы-

полняется (т.е. суммарный объем работ, предо-

ставленный ему обоими видами ресурсов, со-

ставляет iQ ) в своем директивном интервале, 

будем называть допустимым, а соответствую-

щее расписание  допустимым расписанием. 

Требуется определить, существует ли допу-

стимое распределение ресурсов и соответству-

ющее допустимое расписание, и найти их, если 

они существуют. 

Рассмотрим пример сформулированной за-

дачи. Для выполнения комплекса заданий име-

ется несколько процессоров (возобновляемые 

ресурсы), каждый из которых может быть ис-

пользован неограниченное число раз и переда-

ваться от одного задания к другому. Помимо 

процессоров для выполнения заданий в опреде-

ленные моменты времени выделяются некото-

рые дополнительные устройства (не возобнов-

ляемый ресурс), которые не могут быть исполь-

зованы повторно другими работами. Объем ра-

боты, выполняемый процессором, равен про-

должительности его использования, а объем 

работы, выполняемый дополнительными 

устройствами, пропорционален их количеству. 

Каждое задание характеризуется объемом ра-

бот, который необходимо выполнить, моментом 

готовности, директивным сроком окончания, а 

также некоторыми ограничениями на использо-

вание процессоров и дополнительных 

устройств. Требуется распределить имеющиеся 

ресурсы таким образом, чтобы каждое задание 

было полностью выполнено в заданном для 

него временном интервале, или установить, что 

такого распределения ресурсов не существует. 

 

3. Построение потоковой сети 

Пусть Txxxx pp  110 ...0  все 

различные величины ,,...,, 21 nbbb  .,...,, 21 nfff  

Определим интервалы ],,( 1 jjj xxI   ,,1 pj   

и пусть 1 jjj xx   длина интервала .jI  

Отметим, что при всех ,,1 pj    ni ,1  либо 

],,( iij fbI   либо  ],( iij fbI . 

Построим потоковую сеть ),,( AVG   где 

,,1,,,1,,,{ KkpjIvuV kj    },1, niwi    

множество узлов,  u  источник, v  сток,  

,,1),,{( pjIuA j  ,,1),,( Kku k   ),,( ij wI  

,,1,,1 nipj  ,,1,,1),,( niKkwik  ),( vwi , 

},1 ni    множество ориентированных дуг. 

Дуги ),( ij wI  и ),( ik w  включаются в сеть G в 

том и только том случае, если выполнены усло-
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вия ],( iij fbI   и ikiki dfb   соответ-

ственно. Фрагмент сети G изображен на рисун-

ке. Пропускные способности дуг сети G указа-

ны в таблице.  

Будем рассматривать поток g  в сети  G.   

Величину потока  g по дуге Aba ),(  будем 

обозначать через ).,( bag  

 
          Рисунок. Фрагмент сети G 

 

Таблица. Параметры дуг сети G 

Дуга Пропускная 

способность 

),( jIu                jm  

),( ku                kkRc  

),( ij wI                j  

),( ik w               0
ikk rc  

),( vwi                         iQ  

 

 

4. Существование допустимого 

расписания 

 
Докажем следующую лемму о необходимых 

и достаточных условиях существования допу-

стимого распределения ресурсов и допустимого 

расписания. Лемма является обобщением соот-

ветствующего утверждения в [1]. 

 

Лемма. Допустимое распределение ресур-

сов существует в том и только том случае, когда 

в сети G существует поток g, для которого  

                             ii Qvwg ),(           (3) 

при всех .,1 ni   

      Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) Предположим, 

что в сети G существует поток g, для которого 

выполнены равенства (3). Тогда                                          

              jij wIg ),(                       (4) 

при всех .,1,,1 pjni   Кроме того, 

jj mIug ),(  при всех .,1 pj   Из сохранения 

потока в узлах Ij  следует, что 





n

i

ijj wIgIug
1

),(),(  при всех .,1 pj   Следо-

вательно,  

                    j

n

i

ij mwIg 
1

),(             (5) 

при всех .,1 pj   Из (4), (5) следует, что если 

рассматривать величину ),( ij wIg  как объем 

работы процессоров по выполнению задания wi 

в интервале Ij, то будут выполнены необходи-

мые и достаточные условия существования до-

пустимого распределения процессоров в интер-

вале Ij. Это распределение находится с помо-

щью алгоритма упаковки [1] для каждого 

pj ,1  

Далее, 0
),( ikkik rcwg    при всех 

.,1,,1 Kkni   Следовательно, существуют 

такие величины ,ikr  ,
0
ikik rr   что 

ikkik rcwg ),( , т.е. ,
0
ikkikk rcrc   откуда следу-

ет выполнение неравенства (1). Кроме того, 

kkk Rcug ),(   при всех  .,1 Kk   Из сохране-

ния потока в узлах k  следует, что 





n

i

ikk wgug
1

),(),(   при всех  .,1 Kk   Сле-

довательно, ,
1

kk

n

i

ikk Rcrc 


 откуда следует 

неравенство (2). Таким образом, в каждый мо-

мент времени ,k  .,,1 Kk   существует такое 

распределение не возобновляемого ресурса в 

количестве, не превосходящем  Rk, что каждому 

заданию wi, ,,1 ni  выделяется rik  единиц это-

го ресурса, что обеспечивает объем работы, 

равный  .),( ikkik rcwg    

Далее, из сохранения потока в каждом узле  

wi, ,,1 ni  следует что  

       ),,(),(),(
11

vwgwgwIg i

K

k

ik

p

j

ij 


  

а с учетом (3), получаем 

v 
u 

 

I

j 

k  

w

i 

niKkpj ,1;,1;,1   
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           ,),(),(
11

i

K

k

ik

p

j

ij QwgwIg 


  

т.е. каждое задание  wi, ,,1 ni  выполнено 

полностью. Из структуры сети G  следует, что 

каждое задание выполняется в своем директив-

ном интервале. Таким образом, допустимое 

распределение ресурсов и допустимое расписа-

ние существуют. 

2) Пусть существуют допустимое распреде-

ление ресурсов и допустимое расписание, т.е. 

каждому заданию wi, ,,1 ni  в интервале Ij, 

,,1 pj    предоставляется объем работы про-

цессоров, равный ,jijh   а в моменты време-

ни ,,1, Kkk   выделяется не возобновляемый 

ресурс в количестве rik, что обеспечивает объем 

работы, равный ckrik, при выполнении нера-

венств (1), (2). В силу допустимости этого рас-

пределения ресурсов справедливо равенство                                                                                                    

                      i

K

k

ikk

p

j

ij Qrch 
 11

               (6) 

при всех .,1 ni  Определим поток g в сети 

G следующим образом:   

,),( ijij hwIg   ,,1 ni  ,,1 pj   





n

i

ijj hIug
1

,),( ,,1 pj   

,),( ikkik rcwg   ,,1 ni  ,,1 Kk   

,),(
1





n

i

ikkk rcug   ,,1 Kk   

,),(
11





K

k

ikk

p

j

iji rchvwg .,1 ni   

В каждом внутреннем узле сети G (т.е. в уз-

лах ,,1,,,1, KkpjI kj   ),1, niwi   выпол-

нено условие сохранения потока и справедливы 

соотношения  

,),( jijij hwIg   ,,1 ni  ,,1 pj   

,),( mIug jj   ,,1 pj    

,),(
0
ikkikkik rcrcwg   ,,1 ni  ,,1 Kk   

,),(
11

kk

n

i

ikk

n

i

ikkk Rcrcrcug  


  ,,1 Kk   

(в силу (2)), т.е. выполнены ограничения сверху 

на потоки по дугам  ),,( ij wI  ),,( jIu  ),,( ik w  

),,( ku   ,,1 ni  ,,1 pj   ,,1 Kk    сети G. 

Кроме того, в силу (6) 

,),(
11

i

K

k

ikk

p

j

iji Qrchvwg  


 ,,1 ni   

т.е. выполнено условие (3). Лемма доказана. 

 

5. Решение исходной задачи 

Опишем алгоритм решения исходной зада-

чи. 

1) Построить потоковую сеть G. 

2) Найти в сети G максимальный поток g. 

3) Если выполнено условие (3) при всех 

,,1 ni  то допустимое распределение ресурсов 

и допустимое расписание существуют. Величи-

на  ),( ij wIg  потока g по дуге ),( ij wI  равна 

объему работы процессоров по выполнению 

задания wi  в интервале Ij, ,,1 ni  .,1 pj   Рас-

пределение процессоров по заданиям в каждом 

интервале Ij  строится с помощью алгоритма 

упаковки [1]. Величина  ),( ik wg   потока g по 

дуге  ),( ik w  равна объему не возобновляемо-

го ресурса, выделяемого заданию wi  в момент 

времени ,k  ,,1 ni  .,1 Kk   

4) Если условие (3) не выполнено хотя бы 

для одного ,1, nii   то допустимого распре-

деления ресурсов  и допустимого расписания не 

существует. 

Поясним шаг (4) алгоритма. Если для мак-

симального потока g условие (3) не выполнено 

хотя бы при одном  ,1, nii   то оно не вы-

полнено ни для какого другого потока. Дей-

ствительно, предположим, что условие (3) вы-

полнено для некоторого потока  g  при всех 

.,1 ni  Тогда величина потока g  через разрез 

,,1,,,1,,{ KkpjIuC kj     },1, niwi 

}{v равна величине этого разреза. Следова-

тельно, по теореме о максимальном потоке и 

минимальном разрезе [7] поток g  является 

максимальным, а разрез C  минимальным. Но 

величина потока g через разрез C меньше вели-

чины этого разреза. Следовательно, поток g не 

может быть максимальным. Полученное проти-

воречие обосновывает шаг (4) алгоритма. 

Определим вычислительную сложность 

предложенного алгоритма. Построение сети G 

(шаг 1) требует ))(( nKpO   операций. Слож-

ность нахождения максимального потока в сети 

G (шаг 2) (например, с помощью алгоритма 

Карзанова) составляет ))((
3nKpO  , а про-

верка условия (3) и применение алгоритма упа-

ковки для одного интервала ,1, pjI j   тре-
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бует )(mO  операций. Следовательно, вычисли-

тельная сложность предложенного алгоритма 

составляет ))((
3 pnmnKpO   операций 

сложения, вычитания, сравнения и деления. 

Таким образом, предложенный алгоритм явля-

ется полиномиальным. 
 

6. Заключение 

Разработан полиномиальный алгоритм по-

строения расписания с прерываниями выполне-

ния комплекса работ при наличии двух типов 

ресурсов (возобновляемых и не возобновляе-

мых),  заданных директивных интервалов и 

объемов выполняемых работ. Величина не воз-

обновляемого ресурса может изменяться во 

времени. Алгоритм основан на сведении исход-

ной задачи к задаче нахождения максимального 

потока в сети.  
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1 ФГУ ФНЦ НИИСИ РАН, Москва, Россия, burtsev@niisi.msk.ru 

Аннотация. В статье рассматриваются новые выразительные средства построения программ, которые 

может предоставить программисту троичная машина и которые обеспечивает система программирования 

ДССП для троичной виртуальной машины (ТВМ). А также демонстрируется способ построения формулы 

вычисления троичной логической функции по заданной таблице значений с последующей её реализацией в 

ДССП-ТВМ. 

Ключевые слова: троичный компьютер, троичная арифметика, троичная логика, троичная 

функция, ЦМ “Сетунь” и “Сетунь-70”, троичная виртуальная машина (ТВМ), ДССП, ДССП-ТВМ. 

 

1. Введение 

В настоящее время общепризнано, что тра-

диционная двоичная микроэлектроника уже 

почти достигла потолка своих потенциальных 

возможностей. Поэтому сейчас назрела острая 

потребность расширить область исследований, 

направленных на поиск новых путей развития 

вычислительной техники. В качестве одного из 

перспективных вариантов дальнейшего разви-

тия отечественной компьютерной индустрии 

может рассматриваться и возможность постро-

ения на современной элементной базе троич-

ных компьютеров, т.е. компьютеров, функцио-

нирование которых основывается на примене-

нии троичной симметричной системы счисле-

ния, а также присущей ей троичной логики и 

троичной арифметики. 

Когда-то на заре развития вычислительной 

техники, называя троичную симметричную си-

стему счисления (с цифрами -1,0,+1) “самой 

изящной” [1], Д.Кнут отмечал её безусловные 

преимущества (в частности, перед традицион-

ной двоичной, на которой основана вся совре-

менная вычислительная техника) и предрекал 

ей успешное применение в будущем. А это бу-

дущее стало реальностью (правда, лишь на не-

которое время) уже во второй половине XX века 

с разработкой в НИЛ ЭВМ МГУ (под руковод-

ством Брусенцова Н.П.) троичных цифровых 

машин (ЦМ) “Сетунь”(1958) и “Сетунь-

70”(1970) [2], позволивших на практике ощу-

тить преимущества троичной логики и арифме-

тики. 

Спустя почти полвека сотрудники НИЛ тро-

ичной информатики (ТИ) ВМК МГУ предпри-

няли попытки возродить на современной осно-

ве троичный компьютер, воплотив в нём харак-

терные черты ЦМ “Сетунь-70”: двухстековую 

архитектуру с управляющими командами про-

цедурного структурированного программиро-

вания. Программисты создали имитатор [3] 

троичной машины и кросс-систему ДССП-ТВМ 

[4] разработки программ для неё. А разработчи-

ки аппаратуры придумали [5], как можно со-

здать на современной элементной базе такие 

микросхемы, которые смогли бы функциониро-

вать аналогично троичным элементам ЦМ “Се-

тунь” и “Сетунь-70”, и тем самым обозначили 

принципиальную возможность реализации в 

настоящее время подобной троичной машины 

«в кремнии». 

Созданный в МГУ программный комплекс 

ДССП-ТВМ [6] можно использовать в настоя-

щее время в качестве среды программирования 

[7] для разработки и прогона учебных программ 

для троичной машины. Что позволяет готовить 

практических специалистов в области троичной 

информатики [8]. 

Для переноса на троичную машину про-

грамм, созданных ранее для двоичных машин, 

приходится учитывать ряд особенностей, ха-

рактерных для троичных операций обработки 

данных. Следует учитывать, что на троичной 

машине с симметричной системой счисления 

результаты некоторых операции над числами 

могут оказаться отличными от тех, которые по-

лучались на машине с обычной двоичной пози-

ционной системой счисления (см. п. 2.1) 

Но такую специфику троичных операций 

можно легко освоить. А что же дальше? Что 

такого нового может предоставить троичная 

машина, чего не умеет делать двоичная? По-

добные ставшие уже традиционными вопросы 

задают обычно специалисты, сомневающиеся в 

особых преимуществах троичных компьютеров. 

Опыт программирования, полученный авто-
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ром при разработке троичных программ для 

ТВМ (в ДССП-ТВМ) и для ЦМ “Сетунь-70” (на 

ассемблере), позволяет с уверенностью утвер-

ждать, что ассортимент выразительных средств 

построения программного обеспечения, предо-

ставляемый троичной машиной, не только пол-

ностью обеспечивает привычный арсенал 

средств, обеспечиваемый программисту на дво-

ичной машине, но и значительно перекрывает 

его, обогащая программиста новыми приёмами 

разработки программ, которые двоичными ма-

шинами и языками программирования для них 

либо вообще никогда не предусматривались, 

либо широко не применялись на практике в 

силу неэффективности их реализации. Вот об 

этих новых возможностях программирования, 

предоставляемых троичной машиной, и пойдёт, 

главным образом, речь в предлагаемой статье. 

В качестве таковых далее рассматриваются: 

команда организации троичного ветвления, но-

вая команда цикла с троичным условием, спо-

собы построения троичного логического выра-

жения с применением поразрядных операций 

троичной логики (и арифметики), а также при-

ёмы эффективной реализации операций для 

работы с троичными множествами. Приводятся 

варианты воплощения этих команд и операций 

в ЦМ «Сетунь-70», в троичной виртуальной 

машине (ТВМ) и в системе программирования 

ДССП для ТВМ. Демонстрируются примеры  

программ, разработанных в кросс-системе 

ДССП-ТВМ (или в среде интерпретатора 

ДССП/ТВМ), применяющих такие специфиче-

ские «троичные» команды и операции. Сравни-

вая их с аналогичными программами, разрабо-

танными для решения тех же задач с примене-

нием арсенала традиционных выразительных 

средств, обеспечиваемых обычно языками про-

граммирования для двоичных машин, можно 

убедиться, что реализация таких программ на 

троичной машине позволяет не только упро-

стить сам алгоритм решения задачи, но и до-

биться в итоге улучшения его производитель-

ности. 

Применение троичных машин неизбежно 

приводит и к расширению круга решаемых на 

компьютере задач, а также порождает и новые 

проблемы, без решения которых невозможно 

рассчитывать на успешное внедрение троичной 

вычислительной техники. Образно говоря, но-

вые возможности как бы позволяют выйти из 

плоскости в пространство и увидеть на гори-

зонте новые задачи. Одной из них является за-

дача построения формулы вычисления троич-

ной функции по заданной таблице её значений 

на основе имеющихся базовых операций тро-

ичной логики и арифметики. В булевой алгебре 

широко известен универсальный метод постро-

ения формулы логической функции по её таб-

лице истинности, приводящий к получению 

совершенной ДНФ или совершенной КНФ, 

пригодных для реализации требуемой функции 

на основе трёх базисных операций: конъюнк-

ции (&), дизъюнкции (|) и отрицания (~). 

Аналогичный универсальный метод постро-

ения формулы вычисления функции троичной 

логики, возможно, тоже существует, но, к сожа-

лению, он не так широко известен. Автор на 

практике убедился, что иногда предпочтитель-

нее самому изобрести такой метод заново, чем 

искать его описание на просторах Интернета 

или печатных страниц научных книг и журна-

лов. Опробовав такой «заново придуманный» 

метод на практике при реализации некоторых 

двухместных функций троичной логики в 

ДССП-ТВМ, автор предлагает ознакомиться с 

этим методом тем специалистам, кто проявляет 

живой интерес к практическому освоению при-

ёмов разработки программ для троичных ма-

шин. 

2. Специфика вычислительной 

обработки в троичной машине 

Допустим, нам требуется перенести на тро-

ичную машину какую-то вычислительную про-

грамму, которая ранее уже была разработана 

для двоичной машины (скажем, на языке Си). 

Какие препятствия или так называемые «под-

водные камни» нам могут встретиться на этом 

пути? Рассмотрим их поподробнее. 

2.1. Целочисленная арифметика 
В троичной симметричной системе счисле-

ния единообразно представляются положитель-

ные и отрицательные числа. И результат вы-

полнения целочисленной операции в такой тро-

ичной машине всегда знаковый и потому оста-

ётся корректным, если он укладывается в 27-

разрядную сетку, т.е. не превосходит по модулю 

значение (327−1)/2. (Заметим, что 327 = 

7625597484987 >> 232 = 4294967296). 

Но не всякая операция целочисленной 

арифметики будет исполняться на троичной 

машине с симметричной системой счисления 

так же, как на двоичной. Есть исключения. 

В первую очередь, следует отметить, что в 

такой троичной машине операция целочислен-

ного деления вычисляет в качестве результата 

частное и остаток так, чтобы последний оказал-

ся как можно меньше по абсолютной величине. 

При этом (в отличие от обычной операции де-

ления) значение остатка может оказаться не 

только положительным, но и отрицательным. 

В некоторых случаях результат такого деле-

ния на троичной машине может совпадать с 

результатом, полученным на двоичной. Напри-
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мер, 16%3 = [5,1] (т.к. 5*3+1=16). А в других 

случаях он может отличаться. Так, на двоичной 

машине 17%3 = [5,2] (5*3+2=17), а на троичной 

машине 17%3 = [6,-1] (6*3-1=17). 

В базовом словаре ДССП-ТВМ слово, обо-

значаемое знаком деления / , выполняет цело-

численное деление, получая результат [частное, 

остаток] как раз по описанным выше правилам, 

характерным для троичной симметричной си-

стемы счисления. А для выполнения привычно-

го целочисленного деления в ДССП-библиотеке 

предусмотрено определение слова /DivMod : 

: /DivMod {X,Y}   

 C2 ABS C2 ABS {X,Y,|X|,|Y|} / {X,Y,D,M} 

{корректируем результат, если остаток < 0 : } 
{X,Y,D,M} C IF- D-1_M+|Y|  

{ корректируем знаки результатов: } 

{X,Y,D,M} C4 IF- NEG {меняем знак для M} 
{X,Y,D,M} E4 SGN C3 SGN <> 

IF+ NEG {и знак для D, если sign(X)<>sign(Y)} 
{M,Y,D} E2D E2 {D,M} ; 

: D-1_M+|Y| {X,Y,D,M} 

   C3 ABS + E2 1- E2 {D-1,M+|Y|} ; 

Другое исключение касается операций сдви-

гов (<<, >>), которые могут применяться при 

вычислении арифметического выражения 

(например, в языке Си) для умножения и деле-

ния значения на степень двойки (2n). При ис-

полнении таких операций на троичной машине 

результат окажется умноженным (или поделён-

ным) уже на степень тройки (3n).  

Подобные особенности обработки целых 

чисел не позволяют, вообще говоря, легко пере-

нести на троичную машину многие программы,  

уже разработанные для двоичных машин. 

2.2. Операции доступа к трайтам и 

троичным словам памяти 
Есть ещё одна причина, которая может за-

труднить автоматический перенос существую-

щего ПО на троичную машину. Это различие в  

строении и соответственно в адресации памяти 

у двоичных и троичных машин. 

Память в двоичной машине обычно адресу-

ется с точностью до байта. Так что при обра-

ботке машинных слов, образованных из не-

скольких байтов, например, элементов масси-

вов, хранимых в 16-, 32- или 64-разрядных ма-

шинных словах, для передвижения к следую-

щему слову требуется прибавлять к адресу-

указателю соответственно значение 2, 4 или 8. 

Память троичного компьютера будет адре-

соваться с точностью до трайта. А диапазон 

адресов будет охватывать пространство от от-

рицательного значения –P, до положительного 

значения +P, где P=(327−1)/2, если для адреса 

отводится 27 разрядов. Причём нулевое значе-

ние адреса будет указывать не на начало всего 

пространства памяти (как это обычно бывает в 

двоичной машине), а на его середину. Что тоже 

приходится учитывать при размещении про-

грамм и данных в памяти троичной машины. 

В троичной машине при обработке элемен-

тов массивов, занимающих два трайта или пол-

ное 27-тритное машинное слово (3 трайта), для 

передвижения к следующему элементу к адре-

су-указателю придётся прибавлять уже совсем 

другие значения (2 или 3 соответственно). А 

значит, все программы, работающие с массива-

ми и указателями, потребуется тщательно пере-

делывать для переноса на троичную машину.  

В ТВМ, разработанной в НИЛ троичной ин-

форматики на ВМК МГУ, можно читать и запи-

сывать в память по указанному адресу троич-

ные слова, трайты и двухтрайтовые значения. 

Для этого предусмотрены команды (слова в 

языке ДССП-Т) @W, @T, @TT для взятия зна-

чения из памяти в вершину стека, и команды 

!W, !T, !TT для записи в память троичного зна-

чения из стека.  

В качестве примера демонстрации обработ-

ки троичных слов в памяти приведём простую 

процедуру сортировки по возрастанию вектора 

27-тритных значений (на языке ДССП-Т): 

{{ A - адрес вектора, n= кол-во элементов 
: SortVctr{A,n} 1- DO- Sorti D { };    

: Sorti{A,i} 1+ Maxi {A,i,k} 

    C2 C2 <> IF+ Exchi D 1- {A,i}; 

: Maxi{опр-ет индекс k макс.эл-та среди A0..Ai } 

   {A,i} C C {A,i,k,i} DO- Maxj {A,i,k} ; 

 : Maxj{A,i,k,j} C4 C {~,A,A} C3 @[x] E2 

   {~,Aj,A} C4 @[x] {~,Aj,Ak} 

    > IF+ k:=j {A,i,k,j} ; {j=i-1,..,0} 

  : k:=j {k,j} E2 D C {j,j} ; 

  : @[x] {A,x} *3 + @W {A[x]} ; 

: Exchi {A,i,k} {переставляет A[i]A[k] } 

   C3 C3 *3 + {~,'Ai} C4 C3 *3 + 

   {~,'Ai,'Ak} C @W C3 @W E4 

   {~,Ai,'Ak,Ak,'Ai} !W {A[i]:=Ak} 

                !W {A[k]:=Ai} {A,i,k} ; 

Процедура SortVctr сортирует вектор мето-

дом простого выбора. На каждом i-ом шаге 

цикла (i=n-1,..,1) она находит среди элементов 

вектора A0..Ai максимальный, используя про-

цедуру Maxi для определения его индекса k, и 

переставляет этот k-ый элемент с i-ым элемен-

том, используя процедуру Exchi. 

2.3. Поразрядная (потритная) 

 обработка троичного слова 
Ещё одну проблему при переносе ПО на 

троичную машину могут предоставить про-

граммы, в которых как отдельные величины 

обрабатываются значения, размещённые внутри 

одного машинного слова. 

Для доступа к таким величинам в програм-

мах обычно применяются операции логических 

сдвигов (<<, >>), поразрядной конъюнкции (&), 
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дизъюнкции (|), и отрицания (~), которые поз-

воляют выделять в машинном слове отдельные 

биты или битовые поля, образуемые соседними 

разрядами одного машинного слова. 

При разработке программ для троичной ма-

шины нужны аналогичные операции, чтобы 

обеспечить доступ к отдельным тритам и тро-

ичным значениям полей, образованных сосед-

ними тритами машинного слова. Для поразряд-

ной обработки данных внутри троичного ма-

шинного слова ДССП-ТВМ предоставляет 

набор команд для поразрядного умножения, 

сложения, инверсии (TMUL, TADD, NEG), а 

также команды сдвигов влево и вправо на одну 

или несколько позиций (SHL, SHR, SHT). 

Продемонстрируем характерные приёмы 

использования этих троичных операций для 

обработки отдельных разрядов и полей троич-

ного машинного слова. И приведём для сравне-

ния примеры аналогичных действий на языке 

Си с битами и битовыми полями:  

взять значение V из разрядов [9:12] слова S 

ДССП-Т {S} -9 SHT #44 TMUL {V} 

Си  V=(S>>9)&(0xF) 

 

записать значение V в разряды [9:12] слова S 

ДССП-Т {S,V} #44 TMUL +9 SHT E2 

#14444443014444 TMUL TADD{S’} 

Си S=S&(0xFFFFE1FF)|((V&0xF)<<9)) 

 

взять значение L из 5-го разряда слова S 

ДССП-Т  {S}#300 TMUL -5 SHT{L} 

Си   L= ((S&0x2F)>>5) 

 

записать значение L в 5-й разряд слова S 

ДССП-

Т 

{S,L} #1 TMUL +5 SHT E2 

#14444444444144 TMUL TADD{S’} 

Си S=S&(0xFFFFFFDF)|((L&0x1)<<5)) 

Сложнее реализовать операции чтения и за-

писи троичного флага, если разряд этого флага 

в троичном слове не фиксируется заранее, а 

определяется в ходе исполнения программы. 

Тогда необходимые значения масок нельзя при-

готовить заранее в виде констант: их приходит-

ся формировать динамически в зависимости от 

заданного номера (n) разряда троичного флага.  

Покажем, например, как можно определить 

в ДССП-ТВМ такие операции чтения и записи 

над произвольным разрядом вершины стека: 

{ запись значения флага L в n-й трит вершины } 

: T!I {V[27:0],L,n} E2 #1 TMUL 

  C2 SHT E3 {L<<n,n,V[27:0]} E2 

  M+j0 TMUL TADD {V’[27:0] } ; 

{ M+j0 =маска, где M[j]= 0, M[i]=+1 для i<>j } 

 

{ чтение значения n-го трита вершины стека } 
: T@I {V[27:0],n} 

    NEG SHT #1 TMUL {V[n]} ; 

3. Троичное условие и троичное 

логическое выражение 

В нашей повседневной жизни достаточно 

часто встречается необходимость троичного 

ответа на вопрос. Например, на вопрос «как 

закончился матч?» возможны три варианта от-

вета: выигрыш – ничья − проигрыш. На хре-

стоматийный вопрос богатырю из русских ска-

зок: «куда двигаться?» возможен ответ: влево – 

прямо – направо. Ещё примеры ответов с тремя 

значениями: дружба – нейтралитет − вражда; 

больше – равно − меньше; выше – вровень − 

ниже; тяжелее – равновесно − легче; горячее – 

одинаковой температуры – холоднее; лучше – 

нормально – хуже; вчера – сегодня – завтра. 

По сути на любой вопрос, ответить на кото-

рый нельзя ни утвердительно («да»), ни отрица-

тельно («нет»), не получив нужной информа-

ции, в качестве третьего варианта надо преду-

сматривать ответ «не знаю». Например, в 

настоящее время наука вряд ли может чётко 

ответить (да или нет) на вопрос «есть ли жизнь 

на Марсе?». И тут ответ «неизвестно» будет 

наиболее подходящим.  

Вычислять выражения троичной логики, 

предусматривающие не два, а три варианта от-

вета, на троичной машине можно непосред-

ственно (напрямую). При этом значения +1, 0, 

−1 можно трактовать по-разному. Например, 

так: «да» (+1), «нет» (−1), «не знаю» (0); или 

немного иначе: «да» (+1), «нет» (0), «не знаю» 

(−1) . А путём составления троичных логиче-

ских выражений (условий) можно более эффек-

тивно решать некоторые задачи. 

В базовом наборе команд ДССП-ТВМ име-

ются операции, выдающие в качестве результа-

та троичное логическое значение. Это операция 

оценки знака числа SGN и операция сравнения 

двух чисел CMP. А также предусмотрены опе-

рации, которые позволяют производить пораз-

рядные действия с отдельными тритами ма-

шинного слова. Это потритная инверсия NEG, 

потритный минимум TMIN и потритный мак-

симум TMAX. С помощью этих операций мож-

но составлять (на языке ДССП-Т) сколь угодно 

сложные троичные логические выражения. 

В качестве первого примера определим в 

ДССП для ТВМ слово-выражение TSEG для 

троичной проверки попадания точки z в сег-

мент прямой [x,y], которое в качестве результа-

та L выдаёт одно из трёх значений: 1) L=+1, 

если точка z расположена внутри отрезка 

(x<z<y); 2) L=0, если точка z лежит на одной из 

граница отрезка (z=x или z=y); 3) L=−1, если 

точка z находится вне отрезка (z<x или z>y) : 
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: TSEG{x,y,z} C E4 

  {z,y,z,x} CMP {z?x} E3{z?x,y,z} 

   CMP {z?x,y?z} TMIN {L} ; 

и сравним его с фрагментом (на языке Си), ко-

торый позволяет решить эту задачу на двоич-

ной машине: 

if((x<z)&&(z<y)) L=+1; else 

if((z=x)||(z=y)) L= 0; else L=-1; 

Заметим, что для двоичной машины (на язы-

ке Си) при выполнении такой троичной провер-

ки приходится использовать команды ветвле-

ния, а на языке ДССП-Т (для троичной маши-

ны) можно без них обойтись, используя лишь 

логические операции. 

Аналогично можно составить логические 

выражения для троичной проверки попадания 

точки с координатами (x,y) в заданную фигуру 

на плоскости. Результат такой проверки= +1 

(если точка внутри фигуры); 0 (если точка на 

границе фигуры); −1 (если точка вне фигуры). 

В качестве примеров составим определения 

слов (на языке ДССП-Т) для выполнения тро-

ичных проверок (условий) попадания точки с 

заданными координатами в следующие две фи-

гуры: A) прямоугольник размерами g×h, левый 

нижний угол которого расположен в начале ко-

ординат; и B) круг радиуса r с центром в начале 

координат: 

троичное условие попадания точки (x,y) в фигуру A: 

прямоугольник высотой h и шириной g, левый ниж-

ний угол которого расположен в начале координат  

: inFigA? {x,y,g,h} E4 0 E3 E2 

  {h,y,0,g,x} TSEG {h,y,x?in[0,g]} 

   E3 0 E3 {x?in[0,g],0,h,y} TSEG 

  {x?in[0,g],y?in[0,h]} TMIN { z=+1|0|-1 } ; 

 

троичное условие попадания точки (x,y) в фигуру B: 

круг радиуса r с центром в начале координат 
: inFigB? {x,y,r} C * E3 C * E2 C * +  

  {r^2,x^2+y^2} CMP {z= +1| 0|-1 } ; 

Применяя дополнительные операции потрит-

ной инверсии, а также потритного максимума и 

минимума как логические связки, можно выра-

зить и более сложные троичные выражения-

условия попадания точки в объединение (AUB) 

или пересечение двух фигур (A∩B). А также 

составить соответствующие проверки для фи-

гур, образованных вырезанием фигуры B из 

фигуры A (A\B), или наоборот, фигуры A из 

фигуры B (B\A): 

троичное условие попадания точки в фигуру АUB 

: inFigA+B? {x,y,r,g,h} 

   E3 C4 6 CT E3 {x,y,h,g,x,y,r} inFigB? 

   5 ET {(x,y)inFigA?,y,h,g,x} E4 E3 

   {(x,y)inFigA?,x,y,g,h} inFigA? 

   {(x,y)inFigA?,(x,y)inFigB?} TMAX  
    { z= (x,y)inFig(A+B)? } ; 

 

троичное условие попадания точки в фигуру А∩B 

: inFigA*B? {x,y,r,g,h} 

   E3 C4 6 CT E3 {x,y,h,g,x,y,r} inFigB? 

   5 ET {(x,y)inFigA?,y,h,g,x} E4 E3 

   {(x,y)inFigA?,x,y,g,h} inFigA? 

   {(x,y)inFigA?,(x,y)inFigB?} TMIN  
    { z= (x,y)inFig(A*B)? } ; 

 
троичное условие попадания точки в фигуру A\B 
: inFigA\B? {x,y,r,g,h} 

   E3 C4 6 CT E3 {x,y,h,g,x,y,r} inFigB? 

   NEG 5 ET {~(x,y)inFigA?,y,h,g,x} E4 E3 

   {~(x,y)inFigA?,x,y,g,h} inFigA? 

   {~(x,y)inFigA?,(x,y)inFigB?} TMIN  
    { z= (x,y)inFig(A\B)? } ; 

 

троичная проверка попадания точки в фигуру B\A 
: inFigB\A? {x,y,r,g,h} 

   E3 C4 6 CT E3 {x,y,h,g,x,y,r} inFigB? 

   5 ET {(x,y)inFigA?,y,h,g,x} E4 E3 

   {(x,y)inFigA?,x,y,g,h} inFigA? 

   {(x,y)inFigA?,(x,y)inFigB?} NEG TMIN  
    { z= (x,y)inFig(B\A)? } ; 

Другие примеры составления троичных ло-

гических выражений для вычисления функций 

троичной логики рассматриваются в п.6. 

4. Троичное множество 

Для представления обычных множеств на 

двоичных машинах обычно резервируется мас-

сив машинных слов, в котором для каждого 

потенциально возможного элемента отводится 

один бит. Присутствие элемента в множестве 

фиксируется значением 1 в этом бите, а отсут-

ствие − значением 0. 

На троичной машине можно эффективно 

обрабатывать такие множества, относительно 

вхождения элемента в которые предусматрива-

ется не два (да, нет), а три варианта ответа: (да, 

нет, неизвестно). Будем называть такие множе-

ства троичными. Для работы с ними каждому 

элементу, претендующему на вхождение в мно-

жество, будем отводить в памяти один трит. 

Троичное множество можно образно пред-

ставить некой фигурой на плоскости с обозна-

ченной границей. Элементу, входящему в него, 

соответствует некая точка на плоскости внутри 

этой фигуры (а его трит = +1). Элементу, кото-

рый не входит в него, соответствует некая точка 

на плоскости вне этой фигуры (а его трит = −1). 

Если про элемент неизвестно, входит ли он в 

это множество, то ему соответствует точка на 

границе этой фигуры (а его трит 0). 

Для множества, количество элементов в ко-

тором будет не более 27, в ДССП-ТВМ доста-

точно объявить переменную (типа TWORD), 

занимающую в памяти одно 27-тритное ма-
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шинное слово. Каждому j-му элементу множе-

ства будет сопоставлен j-ый трит такого слова 

(j=0,1,..,26):  

{ объявление множества A } TWORD VAR SA 

{ объявление множества B } TWORD VAR SB  

При заполнении множества требуется запи-

сывать в j-ый трит ответ на вопрос о вхождении 

j-ого элемента в это множество. Это можно сде-

лать с помощью рассмотренной ранее операции 

записи (T!I) значения отдельного j-ого трита в 

троичное слово, помещённое в вершину стека. 

Вопрос, входит ли j-ый элемент в множество 

(+1), не входит (−1) или про это ничего неиз-

вестно (0), можно выяснить, применяя опера-

цию чтения T@I значения отдельного j-ого три-

та троичного слова, предварительно записав 

значение множества в вершину стека.  

Продемонстрируем, как можно первона-

чально сформировать значения множеств. 

Пусть в одномерных массивах (векторах) 

X[0:26] и Y[0:26] заданы значения координат 

некоторого набора точек плоскости: 

{ вектора, задающие координат точек: } 
 26 VCTR X  26 VCTR Y  

И пусть на плоскости представлены две фи-

гуры. Фигура A − это прямоугольник высотой 

h=12 и шириной g=16, левый нижний угол ко-

торого расположен в начале координат, а фигу-

ра B – это круг радиуса r=10 с центром в начале 

координат. 

Сформируем множества SA и SB, проверяя, 

какие из заданных точек попадают в фигуры A 

и B. Чтобы сформировать множество SA, про-

верим каждую точку (Xi,Yi) (i=0,1,..,26) на по-

падание в фигуру А и отметим этот факт в пе-

ременной SA, представляющей множество A: 

{ для каждой j–ой точки j=0,..,26 выполним: } 

 SA j X j Y {Xj ,Yj} 16 12 inFigA? 
     j T!I ! SA  

Аналогично проверим каждую точку на по-

падание в фигуру B и отметим этот факт в пе-

ременной SB, представляющей множество B: 

{ для каждой j–ой точки j=0,..,26 выполним: } 

 SB j X j Y {Xj ,Yj} 10 inFigB? 
     j T!I ! SB   

С троичными множествами можно выпол-

нять такой же набор характерных операций, 

который обеспечивался для работы с обычными 

множествами на двоичной машине. Можно 

проверять принадлежность элемента множеству 

(операцией T@I), включать или исключать эле-

менты из множества (T!I), а также получать из 

двух множеств новое множество путём их объ-

единения (TMAX), пересечения (TMIN) или вы-

читания одного множества из другого (NEG 

TMIN). 

Продемонстрируем выполнение таких опе-

раций над множествами на языке ДССП-Т: 

{ проверка, есть ли j-й элемент в множестве A} 
   SA j T@I 

{ проверка, есть ли j-й элемент в множестве B} 
   SB j T@I 

{ включить j-ый элемент в множество A} 
  SA +1 j T!I ! SA 

{ включить j-ый элемент в множество B} 
  SB +1 j T!I ! SB 

{ исключить j-ый элемент из множества A} 
  SA -1 j T!I ! SA 

{ исключить j-ый элемент из множества B} 
  SB -1 j T!I ! SB 

{  объявление нового множества C }  VAR SC 

{   пересечение множеств: C=A∩B } 
  SA SB TMIN ! SC 

{  объединение множеств: C=AUB } 
  SA SB TMAX ! SC 

{  вычитание множества B из A: C=A\B } 
  SA SB NEG TMIN ! SC 

{  вычитание множества A из B: C=B\A } 
  SA NEG SB TMIN ! SC 

5. Троичные управляющие 

 конструкции 

Благодаря возможности формулировать ло-

гическое условие с тремя возможными вариан-

тами ответа на троичной машине можно при-

менять новые виды ветвлений и циклов: троич-

ное ветвление и цикл с троичным условием. 

5.1. Троичное ветвление 
Троичное ветвление означает, что для выбо-

ра дальнейшего хода исполнения программы 

предусматривается не два, а три возможных 

пути её продолжения. В ДССП для троичной 

машины (и в самой ТВМ) для организации та-

кого ветвления предусмотрена команда BRS. 

Она позволяет выбрать на исполнение одну из 

трёх операций (процедур) в зависимости от 

знака значения, сформированного в вершине 

стека (см. блок-схему варианта А на рис. 1). 

Следует упомянуть, что подобную команду 

<BR P1,P2,P3> было предложено реализовать 

ещё в ЦМ «Сетунь-70» [9]. Впоследствии она 

сразу же появилась в самой первой версии 

ДССП, реализованной для микрокомпьютера 

«Электроника-НЦ03Д».  

В языках программирования высокого уров-

ня (для двоичных машин) оператор троичного 

ветвления предлагается крайне редко (хотя он 

был когда-то предусмотрен в языке Фортран), 

видимо, из-за его неэффективности. Ведь для 

его реализации на двоичной машине придётся 

использовать (в сгенерированном коде) две 

проверки и соответственно две команды двоич-

ного ветвления (см. блок-схему варианта Б на 

рис. 1). А при необходимости организации тро-

ичного ветвления в программе просто предла-
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гается воспользоваться оператором двоичного 

ветвления 2 раза. 

 

Рис. 1. Блок-схема реализации троичного ветвления 

на троичной (А) и на двоичной машине (Б).  

Пожалуй, простейшим примером, демон-

стрирующим потребность троичного ветвления, 

является формула вычисления знака числа: 

𝑧 = {
−1, 𝑥 < 0
  0 , 𝑥 = 0
 +1, 𝑥 > 0

 

Сравним варианты её реализации для дво-

ичной (на языке Си) и троичной машины (на 

языке ДССП-Т): 

Си 
if (x<0) z=-1; else 

if (x>0) z=+1; else z=0; 

ДССП-Т : SGN{x} BRS -1 0 +1 {z}; 

В качестве ещё одного примера продемон-

стрируем варианты реализаций (на языке 

ДССП-Т для троичной машины и на языке Си 

для двоичной машины) троичной операции 

сравнения двух чисел: 

𝑧 = {

−1, 𝑥 < 𝑦
  0 , 𝑥 = 𝑦
 +1, 𝑥 > 𝑦

 

Си 
if (x<y) z=-1; else 

if (x>y) z=+1; else z=0; 

ДССП-Т 
: CMP{x,y} –  

     {x-y} BRS -1 0 +1 {z}; 

Следует сказать, что слова SGN и CMP уже 

предусмотрены в базовом словаре ДССП. И в 

ассемблерном ядре ДССП их тела представле-

ны вызовами соответствующих команд (SIGN и 

CMP) троичной машины. А здесь их определе-

ния (на языке ДССП-Т) приведены лишь для 

демонстрации применения команды BRS. 

Сами же эти операции SGN и CMP могут, в 

свою очередь, применяться для формирования 

более сложного троичного логического выра-

жения (условия), по результату которого орга-

низуется троичное ветвление командой BRS. 

Например, они могут пригодиться при опреде-

лении слова, предназначенного для вычисления 

функции z=F(x,y): 

𝑧 = {

𝑥 + 𝑦 , 𝑥 < 𝑦
        𝑥 , 𝑥 = 𝑦
 𝑥 − 𝑦, 𝑥 > 𝑦

 

Си 
if (x<y) z=x+y; else 

if (x>y) z=x-y; else z=x; 

ДССП-Т 

: F{x,y} C2 C2 CMP 

   {x,y,x?y} BRS + D – 

   {z=x+y|x|x-y} ; 

Заметим, что при определении в ДССП сло-

ва F, как и при определении слов CMP и SGN, 

использовалась лишь одна команда троичного 

ветвления. А для двоичной машины (на языке 

Си) для реализации тех же действий приходит-

ся использовать две команды ветвления. 

Выигрыш, обеспечиваемый применением 

команд троичного ветвления, становится ещё 

более ощутимым с возрастанием количества 

анализируемых вариантов продолжения про-

граммы. Рассмотрим пример функции, при вы-

числении которой потребуется проанализиро-

вать 9 вариантов:  

F(x,y)  = 

{
 
 
 
 

 
 
 
 
{

   𝑥2 + 𝑦2 + 1 при 𝑦 > 0, 𝑥 > 0 

         𝑥4           при 𝑦 = 0, 𝑥 > 0

 𝑥2 + 𝑦3         при 𝑦 < 0, 𝑥 > 0

{

    𝑦2 − 1         при  𝑦 > 0, 𝑥 = 0
               1        при  𝑦 = 0, 𝑥 = 0

    𝑦3 + 1        при  𝑦 < 0, 𝑥 = 0

{

    𝑥4 + 𝑦4      при  𝑦 > 0, 𝑥 < 0
       𝑥               при  𝑦 = 0, 𝑥 < 0

 𝑥3 + 𝑦3       при 𝑦 < 0, 𝑥 < 0

 

Приведём пример её определения в ДССП 

для ТВМ с использованием команд троичного 

ветвления: 

: F{x,y} C2 BRS x- x0 x+ {z} ; 

 : x-{x,y} C BRS x-y- x-y0 x-y+ {z}; 

  : x-y-{x,y} ^3 E2 ^3 + {z=x^3+y^3}; 

  : x-y0{x,y} D {z=x} ; 
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  : x-y+{x,y} ^4 E2 ^4 + {z=x^4+y^4}; 

 : x0{x,y} C BRS x0y- x0y0 x0y+ {z};    

  : x0y-{x,y} ^3 1+ E2D {z=y^3+1}; 

  : x0y0{x,y} D T1 {z=1} ; 

  : x0y+{x,y} ^2 1- E2D {z=y^2-1}; 

 : x+{x,y} C BRS x+y- x+y0 x+y+ {z}; 

  : x+y-{x,y} ^3 E2 ^2 + {z=x^2+y^3}; 

  : x+y0{x,y} D ^4 {z=x^4} ; 

  : x+y+{x,y} ^2 1+ E2 ^2 +  

              {z=x^2+y^2+1}; 

  : ^2 {a} C * {a^2} ; 

  : ^3 {a} C C * * {a^3} ; 

  : ^4 {a} ^2 ^2 {a^4} ; 

И сравним его с вариантом реализации этой 

функции на языке Си для двоичной машины: 

int FC(int x, int y) { 

int z; 

if (x>0) { 

  if (y>0)   z= x*x + y*y + 1; else 

  if (y==0)  z= x*x*x*x;       else 

 /*if(y<0)*/ z= x*x + y*y*y; 

}else if (x==0) { 

  if (y>0)   z= y*y - 1;       else 

  if (y==0)  z= 1              else 

 /*if(y<0)*/ z= y*y*y + 1; 

}else{ /*if(x<0)*/ 

  if (y>0)  z=x*x*x*x+y*y*y*y-1;else 

  if (y==0) z= x                else 

 /*if(y<0)*/ z= x*x*x + y*y*y ; 

} 

return(z); 

}//F 

В слове F в ДССП-ТВМ будет всегда испол-

нено 2 команды троичного ветвления. А Си-

функции FC может потребоваться исполнить от 

2-х до 4-х команд двоичного ветвления. 

Наконец, заметим, что при любом сколь 

угодно большом количестве вариантов P про-

должения программы анализ, по какому вари-

анту её следует продолжать, будет производить-

ся быстрее с помощью команд троичного ветв-

ления, т.к. таких команд потребуется выполнить 

значительно меньше. Ведь количество требуе-

мых троичных команд ветвления определяется 

величиной log3P (округлённой до ближайшего 

большего целого), а количество двоичных ко-

манд ветвления исчисляется величиной log2P, а 

для любого целого P>1 всегда справедливо со-

отношение: log3P < log2P. 

5.2. Цикл с троичным условием 
Представляемый здесь цикл с троичным 

условием является принципиально новым ви-

дом цикла. Такой вид цикла совмещает в себе 

проверку, требуется ли прекращать его повто-

рение, с выбором одного их двух действий, 

предусмотренных для исполнения в качестве 

тела цикла на очередном его шаге. 

Такой вид цикл не встречался ранее в систе-

ме команд какой-либо вычислительной машины 

(ни двоичной, ни троичной). Не было такой 

команды цикла и на троичной ЦМ «Сетунь-70», 

в системе команд которой впервые (в 1975 г.) 

появились управляющие команды, эквивалент-

ные основным конструкциям структурирован-

ного программирования. 

Вместе с командой обычного вызова проце-

дуры <SR P> в системе команд ЦМ «Сетунь-

70» появились команда <BR P1,P2,P3> для 

условного вызова одной из процедур и команда 

<DW P> повторяемого вызова процедуры, дей-

ствующая как цикл с предусловием (while  do), 

которые и обеспечили возможность структури-

рованного программирования на уровне ма-

шинного кода. Но команда цикла DW в ЦМ 

«Сетунь-70» анализировала вершину стека как 

двоичное условие (равно нулю или нет) и вы-

зывала в качестве тела цикла всегда одну и ту 

же процедуру. А предлагаемая команда нового 

вида цикла анализирует вершину стека уже как 

троичное условие. 

В широко распространённых языках про-

граммирования цикл с троичным условием то-

же не встречался ранее. Можно сказать, что 

практическую полезность такого вида цикла 

неявно отметил когда-то Эдсгер Дейкстра. В 

своей знаменитой книге «Дисциплина про-

граммирования» [10] он предложил конструк-

цию цикла с множественными условиями и 

телами, применяя которую продемонстрировал 

[10, с.70], в частности, как можно упростить 

известный алгоритма Евклида для вычисления 

наибольшего общего делителя (НОД) двух 

натуральных чисел: 

НОД(X,Y) на основе цикла 

 с двоичным условием и ветвлением 

 x,y:=X,Y; 

 do x≠y→if x>y→x:=x-y 

         ∎ y>x→y:=y-x 
        fi 

 od 

 печатать(x) 

 
НОД(X,Y) на основе цикла c двумя телами 

 x,y:=X,Y; 

 do x>y→x:=x-y 

  ∎ y>x→y:=y-x 
 od 

 печатать(x) 

Цикл с троичным условием впервые был 

предложен в ДССП для троичной машины 

(ТВМ). И был сначала реализован в ней, как 

новое слово DW-+, определённое сначала на 

языке ДССП-Т, а также в коде ассемблера [11]. 

А затем уже (после его апробации в ДССП-

ТВМ) было предложено обеспечить функцио-

нирование такого цикла соответствующей ко-

мандой (DWMP) самой троичной виртуальной 

машины. 
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Объясним подробно правила функцио-

нирования (семантику) цикла с троичным усло-

вием и познакомимся с соответствующей ему 

командой DW-+ языка ДССП-Т (см. блок-схему 

варианта А на рис. 2). Эта команда проверяет, 

надо ли завершать цикл, и при этом тут же вы-

бирает одну из двух процедур в качестве тела 

цикла на случай его продолжения. Такая сов-

мещённая троичная проверка осуществляется в 

зависимости от знака значения, сформирован-

ного в вершине стека. Заметим, что после про-

верки значения вершины стека само это значе-

ние из стека удаляется перед вызовом одной из 

предусмотренных процедур (или при заверше-

нии цикла).  

Для обеспечения реализации такой кон-

струкции цикла на двоичной машине потребо-

валось бы использовать (в сгенерированном 

коде) две проверки (одну на прекращение цик-

ла, а другую для выбора одного из тел) и соот-

ветственно две команды двоичного ветвления 

(см. блок-схему варианта Б на рис. 2). Поэтому 

никакого выигрыша в производительности та-

кой вид цикла на двоичной машине не сможет 

обеспечить. (Правда, такой вид цикла мог бы 

упростить хотя бы запись алгоритма, освободив 

его от лишнего ветвления). 

 

Рис. 2. Блок-схема реализации цикла с троичным 

условием на троичной (А) и на двоичной машине (Б) 

А в троичной машине оценка знака верши-

ны стека вместе с принятием решения о пре-

кращении цикла или его продолжении с выбо-

ром соответствующей процедуры на исполне-

ние может выполняться за одну команду. По-

этому на троичной машине такой вид цикла 

может повысить производительность исполня-

емой программы. 

Продемонстрируем, как применение коман-

ды цикла DW-+ с троичным условием в про-

грамме на языке ДССП-Т позволяет не только 

упростить её алгоритм, но и ускорить её испол-

нение. В качестве примера рассмотрим задачу 

вычисления наибольшего общего делителя двух 

натуральных чисел НОД(X,Y) алгоритмом Ев-

клида. Сначала приведём вариант её решения, в 

котором применяется команда цикла DW с дво-

ичным условием и команда BR- условного 

выбора одной из двух процедур: 

: NOD1 {x,y} x-y? DW y-x|x-y D ; 

: y-x|x-y{x,y} x-y? BR- y-x x-y ; 

 : x-y?{x,y} C2 C2 - ; 

 : y-x{x,y} C2 - {x,y-x}; 

 : x-y{x,y} E2 C2 - E2 {x-y,y}; 

А вот вариант решения той же задачи с при-

менением команды троичного цикла: 

: NOD2 x?y DW-+ y-x x-y  D ;  

 : x?y{x,y} C2 C2 CMP ; 

 : y-x{x,y} C2 - {x,y-x} ; 

 : x-y{x,y} E2 C2 - E2 {x-y,y}; 

Теперь сравним процедуры NOD1 и NOD2. 

Прежде всего, отметим, что запись алгоритма 

процедуры NOD2 выглядит заметно проще: в 

нём стало на одну строку меньше, так как отпа-

ла необходимость определения слова y-x|x-y, 

задающего общее тело цикла. Далее сравним их 

по производительности. 

Таблица 1. Сравнение производительностей 

 алгоритмов NOD1(X,Y) и NOD2(X,Y) 

аргументы 
результат 

Z= 

NOD(X,Y) 

Количество 

 команд КВ 

X Y NOD1 NOD2 

1019 123 1 590 358 1.65 

1020 3560 20 544 312 1.74 

2015 135 5 574 350 1.64 

39366 99 9 8054 4838 1.66 

5000 250 250 398 246 1.62 

7777 49 1 3254 1958 1.66 

KВ– коэффициент выигрыша, который обеспечивает 

алгоритм NOD2 для троичной машины по отноше-

нию к алгоритму NOD1 для двоичной машины 

Процедуры вычисления НОД обоих этих ва-

риантов (NOD1 и NOD2) многократно запуска-

лись на программном имитаторе троичной ма-

шины (ТВМ) с различными аргументами. Для 

оценки их производительности измерялись по-
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казания счётчика исполненных команд ТВМ до 

и после исполнения каждой процедуры. Резуль-

таты проведённых испытаний представлены в 

таблице 1. 

Как видно из этой таблицы, процедура 

NOD2, применяющая цикл с троичным услови-

ем, работает значительно быстрее (более, чем в 

полтора раза), так как исполняется за меньшее 

число команд ТВМ.  

Таким образом, реализация подобных про-

цедур на троичной машине с применением тро-

ичного цикла может принести существенный 

выигрыш в производительности. 

6. Способы реализации  

функций троичной логики 

Да, троичный компьютер открывает разра-

ботчикам мир новых возможностей. Но при 

создании программного и аппаратного оснаще-

ния, задающего алгоритмы поведения троичной 

машины, разработчикам требуется также ре-

шать и новые задачи. Причём, некоторые из 

известных задач, решённые когда-то для двоич-

ных машин, для троичной машины приходится 

решать почти что заново. Одной из таких явля-

ется задача построения формулы вычисления 

функции троичной логики по заданной для неё 

таблице значений. 

В двоичной логике (булевой алгебре) широ-

ко известны как минимум два конструктивных 

метода получения формулы вычисления функ-

ции по заданной для неё таблице истинности: 

СДНФ (совершенная дизъюнктивная нормаль-

ная форма) и СКНФ (совершенная конъюнк-

тивная нормальная форма). Для получения 

формулы функции можно также применять 

универсальный метод так называемых «поли-

номов Жегалкина», который пригоден для лю-

бой k-значной логики. Но он неудобен тем, что 

для каждой новой функции вынуждает снова 

решать систему линейных уравнений, чтобы 

определить коэффициенты того конкретного 

полинома, который нужно получить для вычис-

ления заданной функции. 

Столкнувшись с необходимостью получения 

формул для некоторых функций троичной ло-

гики, автор сначала попытался отыскать (на 

просторах Интернета и в доступной ему печат-

ной литературе) некоторые аналоги методов 

СДНФ и СКНФ применительно к троичной 

симметричной логике (+1,0,-1). А своевременно 

не найдя их, сам «изобрёл» подобные им мето-

ды получения требуемой формулы, объяснению 

которых и посвящён данный раздел. 

Поясним суть одного из возможных предла-

гаемых методов, ограничив задачу получением 

формулы вычисления лишь для двуместной 

троичной функции. (Заметим, что в троичной 

логике количество различных функций от двух 

переменных исчисляется величиной 39=19683, в 

то время как в двоичной логике таких двумест-

ных функций всего 24=16). 

Итак, пусть троичная функция F(x,y) от двух 

переменных заданна таблицей своих значений 

TF на всевозможных наборах пар (xi,yj): 

 TF={ fij=F(xi,yj), i=-1,0,+1; j=-1,0,+1 }. 

 Формулу вычисления этой функции пред-

ставим в виде троичной суммы, каждый из сла-

гаемых которой представляется характеристи-

ческой функцией Pk(x,y), принимающей значе-

ние 1 только на одном выделенном наборе 

(xIk,yJk) и 0 на остальных, или функцией 

Nm(x,y), принимающей значение -1 только на 

одном выделенном наборе (xIm,yJm) и 0 на 

остальных: 

Σt
kPk(x,y)  +t  Σt

kNm(x,y)  

В изображении этой формулы используются 

следующие обозначения: +t – это операция тро-

ичного сложения, а Σt
k – это операция троично-

го сложения всех операндов, образуемых пере-

бором всевозможных значений k.  

В правую часть этой суммы включаются 

функции вида Pk(x,y) для тех наборов, на кото-

рых заданная функция F принимает значения 

+1, а в левую часть включаются функции вида 

Nm(x,y) для тех наборов, где заданная функция 

F принимает значения -1.  

А формулы самих характеристических 

функций Pk(x,y) и Nm(x,y) представим в виде 

троичного произведения двух одноместных 

характеристических функций: 

Pk(x,y)= Ha(x) ×t Hb(y) (где a=Ik, b=Jk), 

Nm(x,y)= ~t Ha(x) ×t Hb(y) (где a=Im, b=Jm), 

используя операции троичного умножения (×t) 

и троичной инверсии (~t). 

Каждая из трёх одноместных характеристи-

ческих функций (H+1, H0, H−1) призвана прини-

мать значение +1 на выделенном входном зна-

чении и 0 на остальных. Для их вычисления 

можно предложить следующие формулы: 

H+1(x)= ~t x ×t (x +t 1), H0(x)= (x +t 1) ×t (1 −t x),  

H−1(x)= x ×t ( 1 −t x), 

учитывая, что операцию троичного вычитания 

−t можно реализовать с использованием опера-

ций троичного сложения и инверсии (смены 

знака): a –t b= a +t (~tb). 

В результате получим формулу, вычисляю-

щую значение троичной функции в виде много-

члена на основе троичных операций сложения 

+t, умножения ×t, и инверсии ~t (смены знака). 

Полученную таким способом формулу далее 

можно упростить, используя правила эквива-

лентных преобразований для троичной симмет-

ричной логики. 
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Продемонстрируем описанный метод на 

примере получения формулы вычисления 

двухместной троичной функции, заданной сле-

дующей таблицей значений (см. таблицу 2). На 

просторах Интернета она упоминается под 

названием «функция следования Брусенцова» 

(см., например, http://phg.su/basis2/X19.HTM). 

Таблица 2. Таблица значений двухместной троичной 

функции следования Брусенцова. 

аргументы 
X −1 −1 −1  0  0  0 +1 +1 +1 

Y −1  0 +1 −1  0 +1 −1  0 +1 

результат Z +1  0 −1  0  0  0  0  0 +1 

Соберём требуемую формулу поэтапно. В 

левой части троичной суммы поставим в каче-

стве слагаемых двуместные характеристические 

функции, соответствующие наборам аргумен-

тов (−1, −1) и (+1, +1), на которых функция 

принимает значение +1. В правой части суммы 

поставим характеристическую функцию, соот-

ветствующую набору (−1,+1), на котором функ-

ция принимает значение −1. А для наборов, на 

которых функция принимает значение 0, в ито-

говую сумму никаких слагаемых не ставим во-

обще. И представим каждое их 3-х слагаемых в 

виде произведения двух одноместных характе-

ристических функций. 

В результате для нашей функции получим 

следующую первоначальную формулу: 

tSLBr1(x,y) = ( H−1(x) ×t H−1(y) +t  

+t H+1(x) ×t H+1(y) ) +t (~t H−1(x) ×t H+1(y) ) 

По ней уже можно вычислять требуемую 

функцию: 

: tSLBr1 {x,y} {1-й вариант} 

  C2 tH- C2 tH- TMUL {x,y,x(x-1)*y(y-1)} 
  C3 tH+ C3 tH+ TMUL + E3 

  {x(x-1)*y(y-1) + x(x-1)*y(y-1), y,x }  
     tH- E2 tH+ TMUL tSUB ; 

: tH-{x} { x*(1-x) = if x=-1 then +1 else 0 } 

  C Mask--- TADD TMUL NEG ; 

: tH+{x} { -x*(x+1) = if x=1 then +1 else 0 } 

  Mask+++ C2 TADD TMUL NEG; 

: tSUB {x,y} NEG TADD {x-y} ; 

используя определения слов tH- и tH+ для 

вспомогательных функций H−1 и H+1. Но этот 

вариант её вычисления не будет эффективным. 

В первоначально полученную формулу под-

ставим формулы для вычислений H−1 и H+1 и 

выполним эквивалентные преобразования: 

 x×t(1−tx)×ty×t (1−ty) +t ~tx×t (x+t1) 

×t~ty×t (y+t1) −t x×t (1−tx)×t~ty×t (y+t1) ≈ 

≈ x×ty×t ( (x−t1)×t (y−t1) +t (x+t1)×t 

(y+t1) −t (x−t1)×t (y+t1)  ) ≈ 

≈ x×ty×t ( (x−t1)×t ( (y−t1) −t (y+t1) ) 

 +t (x+t1)×t (y+t1) ) ≈ 

≈ x×ty×t( (x−t1)×t ( (−1 –t −1) ) 

 +t x×ty+tx+ty+t1 ) ≈ 

≈ x×ty×t ( x−t1 +t x×ty+tx+ty+t1 ) ≈ 

≈ x×ty×t (x×ty−tx+ty) 

   (т.к.  −1−t1=+1 и x+tx=~tx )  

Запишем итоговую полученную формулу: 

tSLBr2(x,y)= x×ty×t(x×ty−tx+ty) 

И определим на языке ДССП-Т слово, кото-

рое будет вычислять троичную функцию следо-

вания Брусенцова по этой формуле: 

: tSLBr2 {2-й вариант} 

 {x,y} C2 C2 TMUL C E4 

 {x*y,y,x*y,x} NEG TADD 

 {x*y,y,x*y-x} TADD TMUL 

 {x*y*(y+x*y-x)} ; 

Раскрыв скобки и обозначив x×tx=|x|, можем 

получить ещё один вариант формулы вычисле-

ния функции следования Брусенцова:  

tSLBr3(x,y)= |x×ty| −t |x|×ty +t x×t|y| 

Но этот 3-й вариант будет уступать преды-

дущему (2-му) по количеству команд: 

: tSLBr3 {3-й вариант} 

  C2 C2 TMUL tABS {x,y,|x*y|} 

  C3 tABS C3 TMUL tSUB E3 

  {|x*y|-|x|*y,y,x} E2 tABS TMUL TADD 

  {|xy|-|x|*y+x*|y| } ; 
: tABS {x} C TMUL { |x|= x*x } ; 

Так что самым оптимальным (по числу ко-

манд) будет именно 2-ой вариант вычисления 

функции, определённый словом tSLBr2. 

Описанный способ получения формулы вы-

числения троичной функции по заданной таб-

лице её значений на всевозможных наборах 

аргументов можно распространить и на функ-

ции от многих переменных. Например, для слу-

чая трёх переменных надо будет формулы 

функций Pk(x,y,z) и Nm(x,y,z) представлять в 

виде произведения не двух, а уже трёх одно-

местных характеристических функций: 

Pk(x,y,z)=Ha(x)×tHb(y)×tHc(z), где a=Ik,b=Jk,c=Lk 

Nm(x,y,z)=~tHa(x)×tHb(y)×tHc(z), a=Im,b=Jm,c=Jm 

7. Заключение 

В статье охарактеризованы специфические 

особенности программирования, которые при-

ходится учитывать при создании программного 

оснащения для троичного компьютера. На при-

мерах ряда характерных программ, разработан-

ных в ДССП для троичной виртуальной маши-

ны, продемонстрированы новые возможности, 

которые может предоставить программисту 

троичная цифровая машина. А также отмечено, 

что на определённом классе задач троичный 

компьютер по ряду параметров может превос-

ходить двоичный. И это даёт основание пола-

гать, что с созданием аппаратной реализации 

троичной цифровой машины человечество об-

ретёт более совершенный инструмент обработ-

ки информации. 

http://phg.su/basis2/X19.HTM
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1. Введение 

Общепризнано, что в настоящее время дво-

ичная микроэлектроника приблизилась к пре-

делу своих технологических возможностей. 

Поэтому возрождается интерес к исследовани-

ям путей построения компьютерной техники на 

основе других систем счисления. 

Одной из наиболее перспективных считает-

ся троичная симметричная система счисления 

(с цифрами –1,0,+1). На заре развития вычисли-

тельной техники её безусловные преимущества 

отмечал ещё Дональд Кнут [1], предрекая ей 

успешное применение в будущем.  

Более полувека назад эффективность вычис-

лительной техники, построенной на основе та-

кой системы счисления, была убедительно под-

тверждена практической разработкой и приме-

нением троичных цифровых машин (ЦМ) «Се-

тунь» и «Сетунь-70» [2], разработанных в НИЛ 

ЭВМ МГУ под руководством Брусенцова Н. П. 

О преимуществах троичных машин Брусенцо-

вым была написана серия статей под общим 

названием «Заметки о троичной цифровой тех-

нике» [3]. А относительно недавно в преиму-

ществах троичной вычислительной техники 

убедились и разработчики квантовых компью-

теров, заявивших, что “будущее квантовых 

компьютеров — в троичных вычислениях” [4]. 

В настоящее время в качестве среды разра-

ботки и прогона учебных программ можно ис-

пользовать программный комплекс ДССП-ТВМ 

[5], созданный в НИЛ ТИ на факультете ВМК 

МГУ. Он включает имитатор троичной машины 

(ТВМ) и систему разработки программ для нее 

на языке ДССП-Т – троичном варианте языка 

ДССП. 

Далее в статье перечисляются преимущества 

троичных машин, основанных на троичной 

симметричной системе счисления, и демон-

стрируется эффективность троичных вычисле-

ний на примерах разработанных авторами про-

грамм решения ряда учебных задач в ДССП-

ТВМ. 

2. Преимущества троичных 

компьютеров 

Кратко перечислим основные преимущества 

троичных компьютеров (более подробно они 

объясняются в [3] и [6]). 

1. Среди целочисленных позиционных си-

стем счисления наиболее экономичной является 

троичная. Доказательство этого утверждения 

можно найти во многих источниках, например, 

в [6] (см. c.29), поэтому приводить его здесь не 

будем, а дадим лишь некоторые пояснения. 

Понятие экономичности системы счисления 

непосредственно связано с объёмом оборудова-

ния, которое требуется заготовить для работы с 

машинными словами как с числами. Предста-

вим себе аппаратуру как магнитную азбуку 

(кассу), из знаков которой нам требуется со-

ставлять всякое p-ичное число из n разрядов. 

Сколько литер (знаков) z необходимо заготовить 

в такой кассе? Очевидно, z=n*p знаков (по p 

знаков на каждую позицию). А какой диапазон 

чисел d можно будет при этом представить? 

Ясно, что d=p^n. В предположении, что z де-

лится на p, можно выразить d формулой p^(z/p).  

Вот такой величиной d и оценивается эко-

номичность системы счисления по основанию 

p. Она определяет количество чисел, которое 

можно представить в этой системе счисления p 

при помощи заданного числа знаков z. Наибо-

лее экономичной считается система счисления, 

mailto:burtsev@niisi.msk.ru
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у которой эта величина d=p^(z/p) максимальна. 

Оценим величину экономичности систем 

счисления по основанию 2, 3, 4, 5, 10 для 60 

знаков и представим результаты в таблице 1. 

Таблица 1. Оценка экономичности систем счисления 

по основанию p=2, 3, 4, 5, 10 для z=60 знаков. 

p число разрядов n диапазон чисел pn 

2 30 230 = 1073741824 

3 20 320 = 3486784401 

4 15 415 = 1073741824 

5 12 512 = 244140625 

10 6 106 = 1000000 

Как видно из этой таблицы, наибольшая ве-

личина экономичности (среди всех рассмотрен-

ных) оказывается у троичной системы счисле-

ния. Заметим также, что у 2-ной и 4-ной систем 

счисления эта величина одинаковая.  

При проведении строгого доказательства 

рассматривают функцию F(x)= x^(z/x) на диа-

пазоне вещественных чисел, и определяют, при 

каком x она принимает максимальное значение. 

Для поиска экстремума приравнивают её про-

изводную нулю и получают в качестве ответа 

число Эйлера e=2,71828… А среди целых чисел 

к ней ближе всего число 3. Вот поэтому троич-

ная система оказывается самой экономичной 

системой счисления среди всех целочисленных. 

2. В троичном машинном слове из n разря-

дов можно закодировать значительно больший 

диапазон значений: 3n, а в двоичном – только 2n, 

т.е. троичный код имеет выигрыш в (1,5)n у 

двоичного, что демонстрируется таблицей 2:  

Таблица 2. Диапазоны значений для 3n и 2n 

n 2n 3n 3n / 2n 

5 32 243 ≈7,6 

8 256 6561 ≈25,6 

16 65536 43046721 ≈656,8 

27 134217728 7625597484987 ≈56815,1 

32 4294967296 1853020188851841 ≈431439,9 

Из приведённой таблицы, в частности, можно 

увидеть, что 27-тритным словом можно пере-

крыть диапазон 32-битного слова уже примерно 

в 1775 раз (327/232). 

3. Троичная симметричная система является 

минимальной, в которой можно единообразно 

представлять положительные и отрицательные 

числа (без каких-либо «ухищрений» в форме 

дополнительного кода). 

4. В троичной симметричной системе счис-

ления упрощаются реализации операции сдви-

гов и сравнения чисел. И не требуется разли-

чать арифметические и логические команды 

сдвигов (благодаря единообразному представ-

лению положительных и отрицательных чисел). 

5. А также естественно выражаются резуль-

таты трехзначных операций сравнения чисел 

(<,=,>) и функции «знак числа» (–,0,+). 

6. Можно непосредственно воплощать тро-

ичную логику, т.е. вычислять логические выра-

жения с тремя значениями:  +1 («да»), –1 

(«нет»), 0 («не знаю» или «может быть»). 

7. Для округления числа достаточно просто 

отсечь младшие незначащие разряды, т.к. отсе-

каемый остаток не будет превышать (по абсо-

лютной величине) половины значения послед-

него значимого разряда. 

В этих преимуществах можно наглядно убе-

диться, выполняя троичные вычисления, т.е. 

вычисления на троичных машинах. 

3. Примеры эффективности 

троичных вычислений 

Прежде всего, заметим, что троичная маши-

на может исполнить всё то, что может двоич-

ная. Но при этом она может предоставить для 

построения компьютерной программы гораздо 

более широкие возможности. В их числе следу-

ет отметить возможность эффективной реали-

зации троичного ветвления, цикла с троичным 

условием, операций троичной арифметики и 

троичной логики. 

Эффективность троичных вычислений про-

демонстрируем на примерах разработки в 

ДССП-ТВМ программ для решения ряда учеб-

ных задач в двух вариантах: 1) для троичной 

машины и 2) для двоичной, т.е. с использовани-

ем только тех операций, которые можно испол-

нить на двоичной машине. 

3.1. Пример №1 
Рассмотрим задачу попадания точки в опре-

деленную область (заштрихованную фигуру) на 

плоскости (см. рис. 1) с трёхзначным вариантом 

ответа: точка попадает внутрь области (+1), на 

границу области (0), вне области (-1). 

Рис. 1. Заданная фигура на плоскости 
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Для решения этой задачи на троичной ма-

шине можно просто составить троичное логи-

ческое выражение: 

inSqr(x,y,R) = (sign(2R-|x|)) &t  (sign(2R-|y|)) 

inCircle(x,y,R) = sign(R*R-x*x-y*y) 

inFigt(x,y,R) = inSqr(x,y,R)&t~ inCircle(x,y,R) 

используя троичные логические операции: 

sign(x) – определение знака числа x  

   (SGN – на языке ДССП-Т) 

&t  - потритная конъюкция 

   (TMIN – на языке ДССП-Т) 

~ - отрицание 

   (NEG – на языке ДССП-Т) 

Для вычисления этого выражения составим 

программу на языке ДССП-Т: 

: inSquare?t {x,y,R}  

   *2 E3 ABS E2 ABS C3 E2 

   CMP E3 E2 CMP TMIN 

   {(|y|<?>2R)&t(|x|<?>2R)} ; 
: inCicle?t {x,y,R} 

   2^ E3 2^ E2 2^ + 

   CMP {R^2<?>x^2+y^2} ; 
: inFig?t {x,y,R} 

   C3 C3 C3 inSquare?t 

   E4 E3 E2 inCicle?t NEG TMIN  

{(|y|<?>2R)&t(|x|<?>2R)&t~(R^2<?>x^2+y^2)}; 

А для двоичной машины решение не полу-

чится сформулировать в виде логического вы-

ражения, но можно предложить вычислить 

нужный результат с помощью арифметических 

операций с применением функций min(x,y) и 

sign(z): 

inSqr(x,y,R) = min(sign(2R-|x|),sign(2R-|y|)) 

inCircle(x,y,R) = sign(R*R-x*x-y*y) 

inFig (x,y,R) = min( inSqr(x,y,R),- inCicle(x,y,R)) 

и составить соответствующую программу на 

языке ДССП-Т: 

: sign{x} C {x,x} BR- -1 sign01 {z}; 

 : sign01{x} BR0 0 1 {z} ; 

: min{a,b} C2 C2 < BR+ D E2D {min(a,b)}; 
: inSquare{x,y,R}  

   *2 E3 ABS E2 ABS C3 E2 – sign 

   E3 E2 - sign min 

  {min(sign(2*R-|x|),sign(2*R-|y|))} ; 
: inCicle{x,y,R} 

   2^ E3 2^ E2 2^ + - sign 

   {sign(R^2-x^2+y^2)} ; 
: inFig{x,y,R} 

   C3 C3 C3 inSquare E4 E3 E2 

   inCicle NEG min 

   {min(inSquare(x,y,R),-inCircle(x,y,R))} ; 

Поскольку для реализации функций sign и 

min приходится использовать команды ветвле-

ния, решение этой задачи с применением опе-

раций, присущих двоичной машине, потребует 

исполнения большего числа команд, т.е. будет 

менее производительным. 

3.2. Пример №2 

Рассмотрим задачу вычисления значения 

многовариантной функции, заданной следую-

щей формулой: 

F(x,y)  = 

{
 
 
 
 

 
 
 
 
{

    𝑥 + 𝑦 + 1 при 𝑦 > 0, 𝑥 > 0 

                𝑥3   при 𝑦 = 0, 𝑥 > 0

  𝑥 + 𝑦2 − 1 при 𝑦 < 0, 𝑥 > 0

{

                 𝑦3 при  𝑦 > 0, 𝑥 = 0
              100 при  𝑦 = 0, 𝑥 = 0

               𝑦2  при  𝑦 < 0, 𝑥 = 0

{

𝑦 + 𝑥2 + 1  при  𝑦 > 0, 𝑥 < 0

         𝑥2          при  𝑦 = 0, 𝑥 < 0

𝑦2 + 𝑥2 − 1 при 𝑦 < 0, 𝑥 < 0

 

Рис. 2. Блок-схема с двоичными ветвлениями. 

Рис. 3. Блок-схема с троичными ветвлениями. 

Представим решение этой задачи в виде 

блок-схем программ. Для двоичной машины мы 

можем применять только команду двоичного 

ветвления (см. рис. 2). А в варианте для троич-

ной машины можно применить команду троич-
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ного ветвления (см. рис.3).  

Процедуру вычисления функции с примене-

нием троичного ветвления можно оформить на 

языке ДССП-Т:  

: MVF{x,y} C2 BRS x< x0 x> {z} ; 

 : x<{x,y} C BRS x<y< x<y0 x<y> {z}; 

  : x<y<{x,y} ^2 E2 ^2 + 1- 

               {z=y^2+x^2-1 }; 

  : x<y0{x,y} D ^2 {z=x^2} ; 

  : x<y>{x,y} E2 ^2 + 1+ {z=y+x^2+1}; 

 : x0{x,y} C BRS x0y< x0y0 x0y> {z};    

  : x0y<{x,y} ^2 E2D {z=y^2}; 

  : x0y0{x,y} DD 100 {z=100} ; 

  : x0y>{x,y} ^3 E2D {z=y^3}; 

 : x>{x,y} C BRS x>y< x>y0 x>y> {z}; 

  : x>y<{x,y} ^2 + 1- {z=x+y^2-1} ; 

  : x>y0{x,y} D ^3 {z=x^3} ; 

  : x>y>{x,y} + 1+ {z=x+y+1}; 

   : ^2 {x} C * {x^2} ; 

   : ^3 {x} C C * * {x^3} ; 

Сравнивая эти две блок-схемы, изображен-

ные в виде деревьев, можно легко увидеть, что 

на рис. 2 представлено 4-х ярусное дерево, а на 

рис. 3 – 2-х ярусное дерево. Это означает, что 

при вычислении данной функции на троичной 

машине (согласно рис. 3) будет всегда испол-

няться 2 троичных ветвления, а в версии для 

двоичной машины (по рис. 2) может потребо-

ваться исполнить операцию ветвления 2, 3 или 

даже 4 раза. Значит, на троичной машине вы-

числение этой функции в большинстве случаев 

будет исполнено за меньшее число команд, т.е. 

будет более производительным.  

3.3. Пример №3 
Решение следующей задачи для троичной 

машины основывается на применении цикла с 

троичным условием. В ДССП-ТВМ такой вид 

цикла обеспечивается командой повторения 

DW-+. Эта команда цикла совмещает в себе 

проверку, надо ли прекращать его повторение, с 

выбором одного их двух действий, предусмот-

ренных для исполнения в качестве тела цикла 

на очередном его шаге.  

 

Рис. 4. Блок-схема выполнения цикла 

с троичным условием 

Блок-схема выполнения этого цикла приве-

дена на рис. 4 (подробнее он объясняется в [7]). 

Продемонстрируем эффективность приме-

нения троичного цикла на примере задачи под-

счёта разницы между количествами положи-

тельных и отрицательных чисел заданной по-

следовательности (в предположении, что по-

следовательность чисел задаётся в стеке до 

первого встреченного нулевого элемента). 

Представим на языке ДССП-Т два варианта 

программы решения этой задачи: A) с примене-

нием троичного цикла (DW-+); Б) с применени-

ем двоичного цикла (DW) и команды ветвления. 

Вариант А 
: CounNPt {~,0,X1,..,Xn-1,Xn} 

   0 {d=0} {~,0,X1,..,Xn-1,Xn,d} 

   E2 {Xi?} DW-+ 1- 1+ {~,d} ; 

 

Вариант Б 
: CounNP {~,0,X1,..,Xn-1,Xn} 

   0 {d=0} {~,0,X1,..,Xn-1,Xn,d} 

   C2{Xn} DW CounNP1 {~,0,d}E2D{d}; 

 : CounNP1 {~,Xi,d} E2 

   {~,d,Xi} BR+ 1+ 1- {~,d} ; 

Чтобы сравнить производительность этих 

процедур (CounNPt и CounNP) выполнения 

задачи, на программном имитаторе троичной 

машины (ТВМ) они запускались многократно 

для одинаковых последовательностей чисел 

различной длины с замером количества испол-

няемых ими команд. В результате проведённых 

испытаний было подтверждено, что алгоритм 

процедуры CounNPt, применяющий цикл с 

троичным условием, работает быстрее (более, 

чем в 2 раза), так как исполняется за меньшее 

число команд ТВМ (см. таблицу 3). 

Таблица 3. Сравнение производительности 

 процедур вариантов А и Б. 

число 

элементов 

количество исполненных команд 

вариант А варианта Б 

10 41 85 

20 71 155 

40 131 295 

50 161 365 

100 311 715 

. Заключение 

В статье представлены преимущества тро-

ичного компьютера. А также продемонстриро-

вано, что в ряде случаев на таком компьютере 

можно более эффективно решать вычислитель-

ные задачи, применяя новые возможности, ко-

торые может предоставить программисту тро-

ичная машина и её система программирования. 
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Аннотация. В пропедевтическом курсе алгоритмики, в рамках которого дошкольники и младшие 

школьники осваивают основные понятия последовательного программирования, упор делается на составле-

ние программ для управления реальными и виртуальными роботами-исполнителями. В основной школе, при 

переходе на текстовый язык программирования ученики составляют программы в том числе и для управления 

теми же знакомыми им исполнителями. В данной статье рассматриваются методы подключения программных 

исполнителей, используемых в цифровой образовательной среде текстового программирования, КуМир, к 

цифровым образовательным средам ПиктоМир (пиктографическое программирование) и ПиктоМир-К (ги-

бридное пиктограммно-текстовое программирование). Описаны некоторые детали реализации механизма 

подключения роботов-исполнителей, проблемы и методы их решения. Рассмотрены примеры подключения 

исполнителей. Знакомство со статьей поможет педагогам и программистам в создании и подключении своих 

исполнителей к средам ПиктоМир, ПиктоМир-К и КуМир. 

Ключевые слова: ПиктоМир, КуМир, ПиктоМир-К, роботы-исполнители 

 

 

1. Введение 

В настоящее время образовательный про-

цесс в России подвержен широкомасштабным 

сдвигам, основанным на повсеместном внедре-

нии цифровых педагогических программных 

продуктов с автоматической проверкой заданий 

и формированием индивидуальных траекторий 

обучаемого. В этот процесс вовлечены все пе-

риоды обучения: от дошкольного до вузовского 

и послевузовского образования. В связи с этим 

возрастают потребности в разработке новых 

педагогических программных систем и перера-

ботке уже показавших свою эффективность 

существующих образовательных сред не только 

во внедрении методов искусственного интел-

лекта для автоматической проверки заданий и 

построения индивидуальных образовательных 

траекторий, но и в наполнении новым образова-

тельным контентом существующих курсов. 

Цифровая образовательная среда (ЦОС) 

ПиктоМир широко используется как в школь-

ном и дошкольном образовании, так и в области 

высшего и дополнительного профессионально-

го образования для освоения основных понятий 

программирования и пропедевтики текстовых 

алгоритмических языков. Авторы цифровой 

образовательной среды ПиктоМир продолжают 

развитие этой системы как в области методики 

преподавания основ программирования, так и 

внедряя современные методы разработки про-

граммных систем в саму ЦОС ПиктоМир, рас-

ширяя область использования системы и моди-

фицируя методы разработки ее частей [1], [2]. 

При этом ЦОС ПиктоМир продолжает сохра-

нять продуманный и удобный для пользовате-

лей интерфейс, простое управление даже для 

самых маленьких детей и наполняется все но-

выми и увлекательными заданиями. 

2. Интеграция систем 

Отдельно от ЦОС ПиктоМир функциониру-

ет хорошо себя показавшая в образовательном 

процессе цифровая образовательная среда про-

граммирования КуМир, предоставляющая поль-

зователю-ученику широкий выбор программ-

ных исполнителей, а также инструментов алго-

ритмического языка программирования [3]. В 
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этой среде используется школьный алгоритми-

ческий язык, который в научной литературе 

часто называют языком программирования Ку-

Мир. Этот учебный язык программирования по 

возможностям и синтаксису родственен другим 

объектно-ориентированным языкам [4]. По-

скольку ЦОС КуМир и школьный алгоритмиче-

ский язык обладают большим набором возмож-

ностей для составления программ, то от учени-

ка, в отличии от ЦОС ПиктоМир, уже требуется 

иметь навыки чтения и печати на клавиатуре 

компьютера. Дополнительной нагрузкой на 

обучаемого ложится также требование соблю-

дения синтаксиса школьного алгоритмического 

языка, то есть умение исправлять синтаксиче-

ские ошибки в его программе. Соответственно, 

обучение в этой среде рекомендуется проводить 

в основной школе, после успешного освоения 

пропедевтического курса по алгоритмике в до-

школьных образовательных учреждениях и 

начальной школы на ЦОС ПиктоМир и Пикто-

Мир-К. 

Учебная среда программирования Пикто-

Мир-К служит своеобразной ступенью, которая 

облегчает переход из полностью пиктограмм-

ной среды ПиктоМир в текстовую среду Ку-

Мир. В ней присутствуют все программные 

исполнители из ЦОС ПиктоМир, а кроме того, 

становится доступным дополнительный функ-

ционал, помогающий освоить текстовое пред-

ставление команд и управляющих конструкций 

алгоритмического языка программирования в 

системе КуМир. Более того, в этой системе по-

является дополнительный инструментарий язы-

ка программирования: более сложные и часто 

используемые в производственных проектах 

конструкции, математические и иные вспомога-

тельные функции, структуры и методы обра-

ботки данных. 

Уже освоенный учениками в ЦОС Пикто-

Мир метод собирания программ из интуитивно-

понятных пиктограмм унаследован в ЦОС Пик-

тоМир-К, где перенос пиктограмм в программу 

приводит к их преобразованию в текстовое 

представление, очень напоминающее синтаксис 

школьного алгоритмического языка, при этом 

как и в ЦОС ПиктоМир, формы пиктограмм 

фактически указывают на возможные слоты для 

их размещения в программе [5], [6]. Такой под-

ход позволил начинающему программисту кон-

струировать свою программу, не обращая вни-

мания на возможные синтаксические ошибки. 

При таком методе «сборки» учебной програм-

мы синтаксические ошибки просто не могут 

возникнуть даже в арифметических и логиче-

ских выражениях. 

3. Механизм подключения 

3.1 Система модулизации ЦОС Пик-

тоМир 

ЦОС ПиктоМир предоставляет возмож-

ность педагогам и разработчикам самостоя-

тельно создавать разнообразных роботов (про-

граммных исполнителей) для формирования у 

учеников более полной картины процесса про-

граммного управления, а также способствует 

удержанию мотивации при работе с системой, 

поскольку длительная работа с одним и тем же 

роботом снижает вовлеченность ребенка в об-

разовательный процесс. Специально для этого 

сконструирован механизм добавления новых 

исполнителей, например, предназначенных для 

демонстрации решения конкретной, в том числе 

около производственной задачи, такой как ра-

бота на складе и др. В этом случае задача раз-

работки и имплементации нового программного 

исполнителя может быть разделена на две под-

задачи: 

1. Автономная реализация и визуализация 

нового исполнителя, что осуществляется при 

владении навыками программирования на язы-

ке JavaScript [7]. 

2. Подключение автономного модуля к 

ЦОС ПиктоМир. Для решения последней под-

задачи разработан специальный интерфейс – 

модулизация, позволяющий провести интегра-

цию нового исполнителя в ЦОС ПиктоМир без 

детального изучения реализации ядра системы 

[8]. Это система быстрого модульного подклю-

чения исполнителей к среде при помощи авто-

матического встраивания кода в критические 

места проекта в зависимости от выбранного 

робота. 

Интеграция новых исполнителей является 

часто используемой процедурой. 

Система ПиктоМир подразделена на моду-

ли, где модулем здесь называется набор исход-

ных файлов на языке JavaScript и ресурсов, ко-

торыми являются файлы реализации программ-

ного исполнителя и обстановки. В них содер-

жатся классы, наследники базовых классов из 

ядра базовой системы, реализующие необходи-

мый для работы API. Это также могут быть 

наборы картинок в формате SpriteSheet и ани-

маций, используемых для визуализации роботов 

[9]. Основной ресурс, служащий связующим 

звеном нового робота и имеющейся системы, – 

файл описания модуля, который содержит 

наследник класса pm.ModuleInfo с наименова-

ниями функций, их назначением и специфика-

цией возвращаемых данных. При этом набор 

функций-методов у всех модулей одинаковый. 

В классе модуля также должны содержаться все 

уникальные идентификаторы программных 
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исполнителей, обстановок, объектов и заданий. 

3.2 Роботы системы КуМир 

Роботы-исполнители в системе КуМир раз-

работаны с использованием единой технологии 

с единым программным интерфейсом [10]. Они 

обладают набором свойств: собственными ко-

мандами, условиями, заданиями, уникальным 

полем, которое либо является цельным, либо 

состоит из клеток, формой и цветовой раскрас-

кой робота. Таким образом, педагоги и разра-

ботчики получили возможность самостоятельно 

проектировать и создавать программных ис-

полнителей с их методами-предписаниями и 

уникальной обстановкой в ЦОС КуМир. 

При этом основная задача при подключении 

сторонних исполнителей в ЦОС ПиктоМир и 

ПиктоМир-К заключается в следующем: имея 

данный набор так называемых свойств про-

граммного исполнителя, предоставить простой 

механизм интеграции данного исполнителя в 

систему. Это осуществимо благодаря описанной 

ранее системе модулизации. Определив все 

свойства исполнителя в терминах системы Пик-

тоМир, система модулей способна порождать 

полноценного робота со всей описанной функ-

циональностью на своем уникальном уровне. 

Для этого описываются все параметры и функ-

ции отдельного модуля, которые в дальнейшем 

используются и вычисляются при работе с дан-

ным исполнителем. 

В итоге для переноса существующего про-

граммного исполнителя в системе КуМир необ-

ходимо выполнить следующие действия: 

1. Описать реализацию исполнителя для 

модуля ЦОС ПиктоМир в системе программи-

рования cocos2d-x. 

2. Подключить вновь созданный модуль с 

помощью интерфейса, предоставляемого си-

стемой ПиктоМир. 

3.3 Подключение программного ис-

полнителя на примере Робота 

Рис. 1. Модульная схема ПиктоМир 

Рассмотрим подробно пример подключения 

к ЦОС ПиктоМир(-К) исполнителя Робот. (см. 

рис. 1) Итак, первоначально происходит созда-

ние модуля для данного исполнителя в системе 

ПиктоМир. Для этого наследуется следующий 

класс, содержащий функции, которые опреде-

ляют свойства уровня Робота: 

pm.KumirLevelModule = 

pm.ModuleInfo.extend() 

Внутри данной библиотеки описываются 

такие свойства и функции, как тип уровня get-

Type(), генерация поля generateEmptyMap(), 

создание уровня getEmptyLevel(), расположе-

ние графических файлов и наборов картинок в 

формате SpriteSheet getRobotSpriteSheet(), 

getResources(), getMapTileset(). Также здесь 

описываются файлы локализации программно-

го исполнителя getLocalization() и создание 

задания для данного робота getLevelTask(). В 

конце файла данный модуль регистрируется, 

тем самым он добавляется в систему модулиза-

ции ПиктоМир: 

pm.moduleUtils.register(new KumirLevel-

Module) 

Затем можно приступать к формированию 

самого робота. Создается класс, содержащий 

команды и условия исполнителя: 

pm.data.KumirRobot = 

pm.PlayerRobot2D.extend() 

Так как Робот умеет передвигаться в четы-

рех направлениях и закрашивать клетки под 

ним, то создаются его методы: 

NativeMethod.MoveUp, NativeMeth-

od.MoveDown, NativeMethodMoveRight, Na-

tiveMethod.MoveLeft, NativeMethod.Paint. 

Также исходя из существующих условий 

программного исполнителя, а именно: проверки 

пустоты клетки с каждой из сторон от робота и 

проверки закрашенности клетки, создаются 

условия: 

Condition.ClearUp, Condition.ClearDown,  

Condition.ClearLeft,  

Condition.ClearRight,  

Condition.IsPainted. 

Аналогично создаются и заполняются такие 

классы исполнителя, как KumirLevel, Kumir-

Map, KumirMapElement, KumirTask. 

После выполнения данных действий можно 

полноценно использовать исполнителя Робот в 

системе ПиктоМир и ПиктоМир-К. Однако у 

рассмотренного робота могут использоваться 

методы, вызов которых предполагает передачу 

аргументов. Их реализация происходит уже в 

системе ПиктоМир-К. Для этого необходимо 

уже в созданном классе pm.data.KumirRobot 

добавить методы NativeMethod.Temperature и 

NativeMethod.Radiation, которые возвращают 

значение температуры и радиации соответ-

ПиктоМир

ModuleUtils

KumirModule

getSettings
getRobots 

Info
generate 

EmptyMap

getLevel

Task

Другие
модули
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ственно в заданной клетке поля. В классе 

KumirMapElement появляются такие члены 

класса, как _temperature и _radiation, которые 

хранят информацию о температуре и радиации 

в каждой клетке поля. 

Таким образом, в реализации Робота в ЦОС 

ПиктоМир-К к основным методам программно-

го исполнителя добавляются еще два метода, 

которые пользователь может в полной мере ис-

пользовать в своей программе. 

3.4 Сложности и пути их решения 

Во время переноса исполнителей из одной 

системы в другую неизбежено преодоление 

различных трудностей. Рассмотрим некоторые 

из них с примерами решения. 

Исполнитель Водолей отличается от других 

исполнителей тем, что в нем нет поля, по кото-

рому бы передвигался робот. Все команды вы-

полняются абстрактным роботом, а пользова-

тель просто наблюдает визулизацию результата 

его действий. Проблема робота без поля  уда-

лось преодолеть следующим образом: так как 

система ПиктоМир обладает структурой насле-

дования, было решено  унаследовать класс, 

описывающий поле данного робота, от роди-

тельского класса pm.AbstractMap, который 

содержит в себе основные свойства и функцио-

нал, что позволяет работать с ним, как и с по-

лем обычного исполнителя без существенных 

изменений. (см. рис. 2) 
 

Рис. 2. Исполнитель Водолей 

 

Другая  ситуация была с исполнителями 

Чертежник и Черепаха. Данные исролнители-

роботы могут составлять на своем поле некото-

рые фигуры при использовании инструментов 

Перо или Хвост соответственно. То есть возни-

кает задача рисования произвольных линий на 

уровне при перемещении роботов по полю.   

Данная задача решается с помощью использо-

вания возможностей системы программирова-

ния cocos2d-x, которая используется в ЦОС 

ПиктоМир. А именно, необходимо задейство-

вать методы класса cc.DrawNode, позволяющие 

рисовать точки, сегменты и многоугольники. 

(см. рис. 3) 

 

 

Рис. 3. Исполнитель Чертежник 
 

Также стоит отметить нестандартную для 

системы ПиктоМир систему координат испол-

нителя Черепаха. Так как данный робот исполь-

зует полярные координаты, то он должен 

“уметь” поворачиваться на заданный угол, а 

также команды Вперед и Назад должны осу-

ществлять перемещение в направлении относи-

тельно робота, а не всей карты. В результате 

исполнитель приобрел свойство _direction, ко-

торое изменяется при осуществлении поворота. 

Также были имплементированы методы пере-

мещения робота по полю. (см. рис. 4) 

 

Рис. 4. Исполнитель Черепаха 

 
 

4. Дальнейшее развитие 

В связи с появлением и развитием различ-

ных приложений становится актуальным во-

прос интеграции и внедрения новых сервисов. 

В настоящее время приоритетно развитие идеи 

о выделении исполнителей ЦОС ПиктоМир в 

отдельный независимый сервис, доступ к кото-

рому может легко осуществляться по опреде-

ленному протоколу. 
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Рис. 5. Схема взаимодействия ПиктоМир и Python 

Идея проекта заключается в универсальном 

использовании исполнителей, содержащихся в 

ядре системы ПиктоМир, в совершенно различ-

ных языках программирования в независимости 

от платформы. 
В качестве примера предлагается рассмот-

реть язык программирования Python и исполни-

тель Вертун [11]. (см. рис. 5) Чтобы начать вза-

имодействие с исполнителями системы Пикто-

Мир пользователь Python объявляет в привыч-

ном для него формате импортирование библио-

теки: import PiktoMir. Затем, используя до-

ступные функции из имеющегося у него прото-

кола взаимодействия с исполнителями, пользо-

ватель пишет полноценную программу. При ее 

запуске пользователь может наблюдать появле-

ние в отдельном окне знакомой обстановки 

уровня Вертун и самого робота. В этом окне 

робот начинает выполнять написанную пользо-

вателем программу в пошаговом режиме. По 

окончании работы программы пользователь 

получает информацию об успехе прохождения 

уровня или же о возможной ошибке в програм-

ме. 

5. Заключение 

ЦОС ПиктоМир позволяет не только созда-

вать новых исполнителей для дальнейшего их 

использования, но и интегрировать существу-

ющих исполнителей из системы КуМир. Этот 

процесс не требует большого количества вре-

мени. Также он не является затратным в смысле 

энергии и ресурсов. Достаточно описать суще-

ствующего робота в терминах системы Пикто-

Мир и предоставить его стилистику и визуали-

зацию. После этого остается лишь воспользо-

ваться системой модулей и получить готового к 

использованию исполнителя.  

Публикация выполнена в рамках государ-

ственного задания по проведению фундамен-

тальных исследований по теме «Разработка, 

реализация и внедрение семейства интегриро-

ванных многоязыковых сред программирования 

с автоматизированной проверкой заданий для 

учащихся образовательных организаций, ДОО, 

младшей, основной и старшей школы и студен-

тов педагогических университетов.» (№ 0065-

2019-0010). 
 

 

Mechanisms of universal connection of software 

executors to the PiktoMir system 

Diana Agliamutdinova, Nikita Besshaposhnikov, Alexander Leonov, Kirill Mash-

chenko, Anton Orlovskii 

Abstract. In the propaedeutic course of algorithms, in which preschoolers and primary schoolchildren study 

the basic concepts of sequential programming, the base is on creating programs for controlling real and virtual robots-

executors. In a basic school, when switching to a text-based programing language, students compose programs, in-

cluding for managing the same performers they know. This article discusses methods for connecting executors used 

in the digital educational environment of textual programming of the KuMir system to the digital educational envi-

ronments of the PiktoMir system (pictographic programming) and PiktoMir-K (hybrid icon-text programming). Some 

specific details of the implementation of this mechanism for connecting robot executors, problems and methods for 

solving them are described. Examples of connecting executors are considered. Familiarity with the article will help 

teachers and programmers to create and connect their own executors to the environments of PiktoMir, PiktoMir-K 

and KuMir. 

Keywords: PiktoMir, KuMir, PiktoMir-K, robots, executors 
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Аннотация Анализ практических кейсов внедрения технологий бережливого производства в 

непроизводственной сфере приводит к заключению, что главной причиной провала проектов является 

проблема определения ценности для клиента результатов деятельности ее субъектов. В статье раскрыты 

основные элементы методологии бережливого производства, обобщены методики оценки результатов 

внедрения лин-технологий, обоснованы ограничения их применения в сфере нематериальных услуг. Автор 

приходит к выводу, что главным ограничением выступает доверительный характер услуг. Невозможность 

установления прямой зависимости факторов создания ценности (кадры, материальная база, финансовые 

ресурсы и т.п.) с ее измеримой величиной названо основным препятствием эффективного применения 

бережливых технологий в этой сфере. 

 

Ключевые слова: сфера нематериальных  услуг,  производительность труда,  бережливое 

производство, ценность услуг, потери, инструменты бережливого производства 

 

       

1. Введение 
Внедрение бережливых технологий в сфе-

ре государственного управления и социальной 

сфере стало популярным направлением в Рос-

сии в середине 200-х гг. с началом администра-

тивной реформы [1]. Во многих субъектах Рос-

сийской Федерации были приняты соответ-

ствующие документы. В частности, пилотами 

стали Республика Татарстан, Ханты-

Мансийский автономный округ – Югра, Улья-

новская область, позже Липецкая, Ростовская, 

Нижегородская, Белгородская  области и др. 

Подробно хронология реализации основных 

проектов бережливого производства в регионах, 

государственных компаниях и компаниях с гос-

ударственным участием в России рассмотрена, 

например, в работах А.С. Царенко и О.Ю. Гу-

сельниковой [2], С.Г. Тяглова и И.В. Такмаше-

вой [3]. 

Региональные документы по внедрению 

бережливых технологий были разработаны в 

основном на период до 2019 года. Анализ офи-

циальных сайтов региональных органов испол-

нительной власти показывает, что к 2019 году 

интерес к этой теме заметно снизился. Так в 

Ханты-Мансийском автономном округе – Юрге 

информация о бережливых технологиях по-

следний раз обновлялась в первом квартале 

2018 г. (портал «Бережливометр» https://       

depeconom.admhmao.ru/berezhlivometr) Позже 

это направление было включено в региональ-

ные портфели национального проекта «Повы-

шение производительности труда и поддержка 

занятости» (далее  –  Национальны проект) [4]. 

Национальный проект, в частности, предусмат-

ривает в рамках Федерального проекта «Си-

стемные меры по повышению производитель-

ности труда» предоставление финансовых и 

нефинансовых мер поддержки предприятиям, 

реализующим программы повышения произво-

дительности труда, снижение административно-

правовых ограничений для роста производи-

тельности труда и формирование системы под-

готовки кадров, направленной на обучение 

управленческого звена предприятий и служб 

занятости населения [4]. Пока согласно отчетам 

Счетной палаты Российской Федерации, реали-

зация  национального проекта не набрала необ-

ходимого темпа [5].  

Анализируя проблемы Национального 

проекта, эксперты Счетной палаты справедливо 

отмечают, что «в документах стратегического 

планирования, разработанных в рамках целепо-

лагания по отраслевому принципу, данные о 

производительности труда измеряются с помо-

щью различных показателей, в результате чего 

они оказываются несопоставимыми в отрасле-

вом разрезе и в динамике» [5].  

Еще одной существенной проблемой явля-

емся методологическая несогласованность гос-

ударственных программ. Производительность 

труда в них рассматривается «в виде выпуска 

продукции (выработки) на одного сотрудника в 

стоимостных или натуральных величинах, или 

же в виде валовой добавленной стоимости, 

приходящейся на одного жителя региона, а 

также темпов прироста таких величин к преды-

дущему/базовому году» [5] (табл. 1). 

mailto:karataeva_ge@surgu.ru
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Таблица 1.  

Примеры показателя производительности труда в государственных программах  

Российской Федерации  
Государственная программа Показатель 

производительности труда 

Интерпретация показателя 

Развитие физической культуры 

и спорта 

Производительность труда в 

сфере физической культуры и 

спорта 

численность населения Рос-

сийской Федерации, систематиче-

ски занимающиегося физической 

культурой и спортом, в расчете на 

одного штатного работника, %; 

объем платных услуг, предо-

ставляемых гражданам Россий-

ской Федерации, 

в расчете на одного штатного 

работника, руб./1 шт. раб. 

Экономическое развитие и ин-

новационная экономика 

Рост производительности тру-

да на средних и крупных предпри-

ятиях базовых несырьевых отрас-

лей экономики  

Рост по отношению к преды-

дущему году, % 

Социально-экономическое 

развитие Калининградской 

области 

Производительность труда  ВРП на 1 занятого в экономи-

ке, тыс. руб. 

Анализ региональных государственных 

программ в редакции 2019 года демонстрирует 

исчезновение из их паспортов показателя 

«Производительность труда» и упоминаний о 

бережливом производстве практически в боль-

шинстве из них. От прежних редакций остался 

блок, посвященный обучению бережливому 

производству управленческих кадров на базе 

региональных центров компетенций производи-

тельности труда под руководством АНО «Феде-

ральный центр компетенций в сфере произво-

дительности труда» (ФЦК). 

Несмотря на отмеченные проблемы госу-

дарственных программных документов страте-

гического планирования и не всегда очевидные 

результаты их реализации, в России есть 

успешные практики внедрения бережливого 

производства, в том числе, в сфере услуг. Речь 

идет о ПАО «Сбербанк», которому удалось реа-

лизовать уникальный проект за относительно  

небольшой временной интервал [6]. С 2018 года 

активно продвигается проект АО «Росатом», 

предусматривающий широкое внедрение бе-

режливых технологий в социальной сфере: 

здравоохранении и образовании (Бережливая 

поликлиника, Бережливый вуз) [7,8]. Результа-

ты этого проект еще предстоит оценить.  

Концепция бережливого производства до-

статочно подробно изложена в современной 

экономической литературе. В рамках настоящей 

статьи обозначим ее основные элементы, име-

ющие принципиальное значение для ее реали-

зации в непроизводственной сфере. 

Бережливое производство основано на 

 1) анализ объекта (в частности, производ-

ственных процессов предприятия) на предмет 

наличия потерь; 

 2) устранение потерь с помощью специаль-

ных инструментов;  

3) непрерывное наблюдение за объектом с 

целью его постоянного совершенствования. 

Классификация потерь  включает 7 основ-

ных групп (табл 2.): 

Таблица 2. 

                                                                  Группировка потерь в концепции бережливого производства 

Группа потерь Содержание 

Традиционная классификация потерь (muda) 

1. Перепрроизводство продукт/услуга производится в большем объеме, чем требуется заказ-

чику 

2. Избыток запасов хранение любых запасов в количестве, существенно превышающем 

минимально необходимое 

3. Транспортировка лишнее движение материалов 

4. Задержки большие простои между этапами производства продукта/выполнения 

услуги 

5. Дополнительная 

обработка 

лишняя обработка/действия из-за несоответствующих инструментов 

или плохой конструкции продукта (из-за несоответствующего планирова-

ния и проектирования услуги) 

6. Перемещения лишние движения человека, потери при подборе материалов, поиске 

компонентов, инструментов, информации, документов 

7. Дефекты доработка и отбраковка несоответствующей продукции/ненадлежащее 

выполнение услуги 
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Дополнительные виды потерь 

8. изменчивость (mura) неравномерность выполнения работы, колебания спроса, поставок, 

нестабильность характеристик продукции 

9. перегрузку (muri) излишняя загруженность оборудования или операторов, возникающая 

при работе с большей скоростью или темпом и с большими усилиями в 

течение долгого периода времени по сравнению с расчетной нагрузкой 

10. незадействованный 

потенциал персонала 

неспособность в полной мере использовать талант и способности лю-

дей 

11. трансакционные 

издержки 

издержки, связанные с договорной деятельностью, а также менедж-

ментом 

12. недостаточную 

ценность продукции 

несоответствие продукции ожиданиям потребителя и других заинте-

ресованных сторон 

Составлено автором по ГОСТ Р 56020-2014 Национальный стандарт Российской Феде-

рации Бережливое производство. Основные положения и словарь. 

 

Основные инструменты бережливого про-

изводства широко известны, признаны эффек-

тивными во многих сферах и хорошо зареко-

мендовали себя в отдельных проектах в России. 

Среди них «5S», TPM, канбан, стандартизиро-

ванные операционные инструкции, вытягива-

ние,  картирование потока создания ценности и 

др. 

Стоит отметить, что часто бережливые 

технологии упоминаются одновременно с циф-

ровой трансформацией. Есть мнение, что циф-

ровая трансформация позволяет создать полно-

стью прозрачную систему управления, лишен-

ную транзакционных издержек и других потерь, 

что само по себе отменяет необходимость в бе-

режливых технологиях. В теории это можно 

рассматривать как некую формулу идеального 

газа. Здесь уместно вспомнить уже ставшее 

крылатым выражение об оцифровке бардака. 

Цифровая трансформация не может стать пол-

ной заменой бережливого производства. Однако 

это мощное дополнение. В реализации проек-

тов по цифровой трансформации залогом успе-

ха является правильно выбранная мера, которая 

в итоге способствует конечному улучшению 

процессов.  

В настоящем исследовании на основе ана-

лиза особенностей сферы услуг планируется 

установить, возможно ли в ней полноценное 

внедрение технологий бережливого производ-

ства. 

 

2. Ценность услуг, произво-

дительность труда и потери в 

сфере нематериальных услуг 

Экономическая наука имеет богатейший 

пул исследований, посвященных проблемам 

непроизводственной сферы. Тем не менее, мно-

гие вопросы носят дискуссионных характер. На 

пример, в части определения структуры непро-

изводственной сферы можно выделить два под-

хода [9]: 

1)  «отождествление непроизводственной 

сферы со сферой услуг; общественное 

производство подразделяется на два сек-

тора: материальное производство и не-

производственная сфера или сфера 

услуг; 

2)  отождествление сферы услуг с обще-

ственно организованным производством 

потребительских услуг; общественное 

производство подразделяется на три сек-

тора: материальное производство (произ-

водство вещных благ), сфера услуг (про-

изводство потребительских услуг) и не-

производственная сфера. 

Далее мы будем придерживаться второго 

подхода. Не ставя перед собой задачу, рассмат-

ривать эволюцию развития науки в этом 

направлении выделим характеристики сферы 

услуг, определяющие их ценность для потреби-

теля  (табл. 3). 

 
Таблица 3. 

                Характеристики сферы услуг, определяющие специфику экономических отношений в ней  

№ 

п\п 

Характеристика Содержание 

1  Функциональное назначение Труд работников сферы услуг осуществляется в форме услу-

ги. Она выступает, с одной стороны, как труд в качестве дей-

ствия, а с другой стороны, как результат трудовой деятельности 

в виде полезного эффекта труда. Эти две стороны услуги пред-

ставляют собой две стороны единого целого. 

Выделяют: нематериальные (чистые) услуги (не получают 

предметно осязаемую форму (услуги социально-культурной 
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сферы) и  

услуги, которые создаются отраслями материального произ-

водства (торговля, общественное питание, транспорт и связь, а 

также производственные услуги бытового обслуживания и жи-

лищно-коммунального хозяйства). 

2 Моменты процесса труда (целе-

сообразная деятельность челове-

ка, предметы и средства труда)  

 

Труд работников сферы услуг индивидуализирован. Сфера 

услуг  имеет дело с индивидуальными запросами людей, с их 

разнообразными вкусами и настроениями. Это предъявляет осо-

бые требования к личным качествам работников сферы услуг. 

Она требует от них умения и способности работать с людьми. 

Труд работников многих отраслей сферы услуг отличается высо-

ким интеллектуальным содержанием, характерен высокий 

удельный вес работников высококвалифицированного труда. 

3 Труд в меньшей степени поддает-

ся автоматизации  

Повышенная трудоемкость. Расширение объема услуг и 

улучшение качества обслуживания обеспечиваются главным 

образом за счет увеличения численности трудовых ресурсов в 

непроизводственной сфере, введения прогрессивных методов 

организации труда и управления. 

4 Доверительный характер  и си-

нергизм услуг 

Качество медицинских и образовательных услуг невозможно  

полностью проверить сразу в момент их потребления. Оно зави-

сит не только от производителя, но и от потребителя услуги,  

что может изменить процесс и результат ее оказания  Выиг-

рыш от потребления услуги зависит не только от преподавателя 

(врача), но и от обучающегося (пациента) (все люди имеют раз-

личные способности к восприятию информации и, следователь-

но, к обучению; обладают индивидуальными особенностями и 

состоянием здоровья и т.п.) 

5 Услуги являются предметами 

потребления 

По К. Марксу «в каждый данный момент, в числе предметов 

потребления, наряду с предметами потребления, существующи-

ми в виде товаров, имеется известное количество предметов 

потребления в виде услуг» 

Платные услуги, как и товары, удовлетворяют платежеспо-

собный спрос населения на потребительские блага. Сфера плат-

ных услуг представляет собой главным образом индивидуаль-

ную форму удовлетворения соответствующих потребностей 

населения. Платные услуги характеризуются значительно боль-

шим ассортиментом и представляют большую свободу их выбо-

ра. Развитие платных услуг обеспечивается за счет привлечения 

денежных средств населения и организаций. 

Потребность в платных услугах и фактическое их потребле-

ние дифференцируются в зависимости от уровня среднедушевых 

доходов населения и других социально-экономических факто-

ров. 

Поскольку услуги не могут накапливаться, невозможно 

иметь запасы нематериальных благ (без учета возможностей 

хранения определенной информации, как составляющей услуги). 

Неравномерность потока потребителей и сезонность в спросе на 

услуги значительно сказываются на использовании ресурсов в 

сфере услуг. Поэтому при установлении цен и тарифов на услу-

ги, режима работы учреждений и работников и т. д. важное зна-

чение имеет учет фактора времени. 

6 Большая территориальная рас-

средоточенность организаций 

сферы услуг, что вызывается 

необходимостью обеспечения 

широкого доступа населения к 

ним. 

Сфера услуг имеет дело с обслуживанием населения. Поэто-

му территориальное размещение ее организаций в первую оче-

редь зависит от демографических факторов (численности, плот-

ности и состава населения, расселения людей, уровня урбаниза-

ции и интенсивности миграции и т. д.), затем от территориаль-

ной организации производственной инфраструктуры и в конеч-

ном счете определяется размещением производственного потен-

циала. 

Территориальный подход к управлению сферой услуг при-

зван реализовать принцип комплексности ее развития в пределах 

соответствующих административно-территориальных единиц. 

Он предусматривает застройку населенных пунктов, которая 

обеспечивает рациональное сочетание производственных зон с 
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жилыми районами, с сетью общественных, культурных и учеб-

но-воспитательных учреждений, спортивных сооружений, тор-

говых и бытовых предприятий, транспорта и общественного 

питания. Все это способствует созданию наилучших условий для 

жизни людей. 

7 Методы финансирования  Бюджетное финансирование является основным методом 

финансового обеспечения оказания государственных (муници-

пальных) услуг в социально-культурных отраслях непроизвод-

ственной сферы, и финансирование их осуществляется преиму-

щественно через систему местных бюджетов (школы, поликли-

ники, учреждения культуры и спорта). 

В сфере услуг (особенно социальных) действие товарно-

денежных отношений ограничено. По сравнению с материаль-

ным производством имеется сравнительно меньше частных ор-

ганизаций. Также применяются методы смешанного финансиро-

вания (частные организации получают доступ к бюджетным 

субсидиям; государственные (муниципальные) организации) 

оказывают платные услуги на ряду с услугами в рамках государ-

ственного (муниципального) задания. 

8 Организация и оплата труда ра-

ботников сферы услуг. 

В качестве источников фонда оплаты труда в организациях 

сферы социальных услуг выступают в большей степени бюд-

жетные субсидии на финансовое обеспечение государственного 

(муниципального) задания и в меньшей степени доходы от плат-

ных услуг.  

Трудности количественной оценки труда и его нормирование 

в отраслях сферы социальных услуг обусловили широкое при-

менение здесь таких показателей, которые характеризуют не 

полезный эффект трудовой деятельности, а потенциальные воз-

можности работников в достижении соответствующего полезно-

го эффекта: категории должностей и организаций, уровень обра-

зования и стаж. 

Творческий характер многих видов труда в сфере социаль-

ных услуг определяет особенности организации заработной пла-

ты в ней. Здесь широко применяются штатно-окладная система 

оплаты труда, надбавки за интенсивность и высокое профессио-

нальное мастерство, а также  специфические формы вознаграж-

дения за труд в виде гонорара, выплат разового характера за кон-

сультацию и экспертизу.  

9 Ценообразование Необходимые затраты на создание услуги (себестоимость) не  

воплощаются в стоимости, а цена приобретает относительно 

самостоятельную форму своего существования Цена выполнят 

функцию регулирования и учета бюджетных расходов на оказа-

ние услуги. Одним из ключевых факторов ценообразования в 

сфере услуг является учет их социальной значимости. 

10 Оценка эффективности Социальный эффект, социальные показатели ставятся выше 

по  отношению к хозяйственным результатам. 

Составлено автором по [10] 

Представленные характеристики услуг 

могут быть дополнены философской проблемой 

восприятия таких ключевых понятий социаль-

ной сферы как образование, здравоохранение, 

культура. Здесь надо отметить двойственную 

природу этих фундаментальных характеристик 

развития общества. Их сущность гораздо шире, 

чем понятие услуги. В целях формализации 

экономических отношений в этой сфере в рам-

ках гражданского и бюджетного законодатель-

ства введены соответствующие понятия: обра-

зовательная услуга, медицинская услуга и т.п. 

Однако формализация отношений не может 

решить проблему определения ценности соци-

альных услуг. Например, в договоре на оказа-

ние образовательной услуги (подготовка по 

программе высшего образования, бакалавриат) 

устанавливается, что «исполнитель обязуется 

предоставить образовательную услугу, а заказ-

чик оплатить обучение по основной образова-

тельной программе (наименование образова-

тельной программы высшего образования, объ-

ем в час.) с присвоением обучающемуся соот-

ветствующей квалификации». Предполагается, 

что качество услуги подтверждено аккредита-

цией и наличием соответствующей лицензии у 

вуза. В свою очередь аккредитация подтвер-

ждает соответствие образовательной програм-

мы вуза требованиям Федерального государ-

ственного образовательного стандарта высшего 
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образования (далее - ФГОС ВО). Формально 

все характеристики, необходимые для опреде-

ления качества и объема  услуги установлены. 

Вместе с тем ценность услуги, а также ее по-

требителя невозможно определить. Кто высту-

пает в данном случае потребителем обучаю-

щийся, заказчики (родители, организации-

работодатели, государство в лице соответству-

ющего органа власти) налогоплательщики? От-

метим, что в отношении образовательный услуг, 

оказываемых в рамках государственного зада-

ния договоры вообще не составляются. Таким 

образом, с точки зрения гражданского законода-

тельства отношения между исполнителем (ву-

зом) и обучающимся не возникают. Финансо-

вые отношения фиксируются только в соглаше-

нии о предоставлении субсидии на выполнение 

государственного задания, а показатели каче-

ства и количества услуг указывается в государ-

ственном задании. Показатели качества могут 

отличаться от показателей, предусмотренных 

ФГОС ВО. 

Ценность услуги для каждой из перечис-

ленных сторон-участников этого процесса будет 

разной. Отдельно стоит отметить стандартиза-

цию качества услуг. Образовательная програм-

ма согласно ФГОС ВО должна формировать 

определенные компетенции. Набор компетен-

ций формируется заинтересованными в подго-

товке выпускников сторонами. Акцент делается 

на работодателя. Возникает вопрос, может ли 

работодатель сформулировать потребность в 

компетенциях на 4-6 лет вперед? Способны ли 

преподаватели обеспечить формирование этих 

компетенций? Как это стандартизировать? Это 

только вершина проблемы определения ценно-

сти и качества образовательной услуги  в выс-

шем образовании. 

Все это вносит неопределенность в поня-

тие ценности этих услуг для клиента и создает 

ограничения для стандартизации этих услуг, 

оценки эффективности деятельности работни-

ков и пр., а также и  применения технологий 

бережливого производства 

Отдельно остановимся на понятии произ-

водительность труда в сфере услуг. Динамика 

среднегодовой численности занятых в России 

по отраслям экономики за период 1990–2018 гг. 

(рис 1.), демонстрирует общемировую тенден-

цию перехода рабочей силы из производствен-

ной в непроизводственную сферу. При этом 

численность занятых  растет в сфере потреби-

тельских услуг (в торговле, транспорте, финан-

совых, страховых, административных и гости-

ничных услуг, а также услуг), в то время как 

численность занятых и ее доля в структуре за-

нятости в сфере нематериальных услуг (здраво-

охранение, образование, культура, наука) сни-

жается.  

 

 
Рис 1. Динамика среднегодовой численности занятых в России по отраслям экономики  

за период 2010–2018 гг. в %
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Фиксирующаяся тенденция в развитых 

странах при снижении занятости, общих затрат 

времени и продолжительности отработанного 

времени на одного занятого в промышленности 

объем производимых и потребляемых обще-

ством благ не снижается, а растет, что обуслов-

лено повышением производительности труда 

вследствие научно-технического процесса. Для 

России эта тенденция не характерна. Индекс 

производительности труда в целом по экономи-

ке России имеет отрицательную динамику (рис 

2).  

Отмечается рост производительности тру-

да в сфере транспортировки и хранения, тор-

говли, строительства и сельского хозяйства.  

В сфере непроизводственный услуг произ-

водительность труда, как показатель эффектив-

ности использования трудовых ресурсов  не 

определяется. Это связано опять же с природой 

труда в этой сфере (см. табл.3). 

 

 

Рис. 2. Динамика производительности труда по видам экономической деятельности, 

в % к предыдущему году 

Одним из показателей производительности 

труда выступают затраты времени на производ-

ство продукции и оказание услуг, или временные 

затраты. С экономической точки зрения рабочее 

время регламентируется в установленных нор-

мативами величинах затрат труда определенной 

квалификации посредством использования таких 

единиц измерения времени, как минута, час, 

день, год. В сфере нематериальных услуг это 

основной показатель для установления оплаты 

труда работников.  

Нематериальность результата трудовой дея-

тельности, слабая зависимость стоимостных 

показателей деятельности организации (выруч-

ки, прибыли) от результатов труда конкретного 

работника делает затруднительным установле-

ние конкретных измеримых показателей для 

оценки эффективности труда работников сферы 

нематериальных услуг. По этой причине прово-

димая реформа систем оплаты труда в здраво-

охранении, образовании, культуре и социальном 

обслуживании не дала ожидаемых результатов и 

не смогла заменить существовавшую в СССР 

тарифную систему. По нашему мнению для ра-

ботников этой сферы следует сохранить систему 

профессиональной аттестации кадров. Бережли-

вые технологии могут быть реализованы здесь в 

полной мере, потому что именно человеческий 

фактор играет главную роль как в рассматривае-

мой нами сфере, так и идеологии «lean». 

При внедрении принципов бережливого 

производства одновременно с улучшением ос-

новных  процессов преобразуется мышление 

людей, меняется организационная культура ор-

ганизации. Переход к бережливой организации 

труда вносит существенные коррективы в кад-

ровую политику организации, что обусловлено 

следующим: 

- изменение организационной структуры; 

- снижение численности персонала до оп-

тимальных размеров, создание новых рабочих 

мест через расширение видов деятельности; 

- обучение персонала принципам бережли-

вого производства; 

- обогащение труда и изменение методов 

мотивации [12]. 

Если говорить о потерях, то в организаци-

ях сферы нематериальных услуг в большей сте-

пени присутствуют потери, обозначенные в 

табл. 3 как дополнительные. В начале проекта 

внедрения технологий бережливого производ-

ства необходимо в первую очередь идентифи-

цировать их и понять, каким образом они могут 

быть устранены.  

Рассматривая методики оценки эффектив-

ности проектов внедрения бережливых техно-
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логий (например, табл.4) приходим к выводу, 

что большинство из них  ориентированы на 

промышленную сферу. Применить их к основ-

ным «производственным»  процессам  в сфере 

нематериальных услуг так же сложно, как 

определить результат труда врача или учителя, 

но можно с некоторыми ограничениями.  

Таблица 4. 

Критерии эффективности  инструментов бережливого производства )  
Система Показатель Единиц

а 

измерения 

TQS Количество рацпредложений на 1работника в год штук 

Вариация значений качественных характеристик - 

TPM Общая эффективность оборудования % 

Доля плановых ремонтов в общих простоях оборудования % 

Just-in-time Доля времени обработки материалов % 

Оборачиваемость запасов дней 

Переналадка минут 

Многопроцессн

ая 

работа 

Потери рабочего времени в действиях рабочих % 

Загрузка рабочих % 

Источник: [13,14] 

 

Главным оценочным показателем здесь бу-

дет являться «удовлетворенность потребителя». 

Согласно отчетам учреждений о выполнении 

государственных (муниципальных) заданий, 

размещенных на официальном портале 

bus.gov.ru, такая удовлетворенность растет. Се-

годня получить объективную информацию для 

проведения оценки крайне сложно. К вспомога-

тельным (обеспечивающим) процессам  ин-

струменты бережливого производства могут 

применяться в полном объеме, как в офисе 

обычного производственного предприятия. В 

книге Т. Шукета и Д. Теппинга « Бережливый 

офис. Управление потоками создания ценно-

сти» изложен общий подход [15]. Дополнив его 

особенностями конкретного учреждения можно 

получить необходимый методический инстру-

ментарий по этому вопросу. 

3. Вывод 

Недостаточное понимание сущности сфе-

ры нематериальных услуг, особенно ее соци-

альной составляющей (здравоохранение, обра-

зование, наука, культура) приводят к практикам, 

когда внедрение проектов бережливого произ-

водства за редким исключением сводится, в 

основном, к оптимизации материальных затрат. 

Специалисты, реализующие проекты внедрения 

бережливых технологий в офисах компаний, 

отмечают: «пока вы убираете лишние каранда-

ши, люди тратят часы рабочего времени на со-

вершенно бессмысленную и бесполезную рабо-

ту: они неделями согласуют заказы с полудю-

жиной директоров, они носятся по отделам в 

надежде хоть ненамного ускорить выполнение 

срочного заказа, они пишут многостраничные 

отчеты, которые никто не читает, они заполня-

ют сотни журналов и бланков, вместо того, что-

бы делать свою основную работу. И поэтому 

попытка сократить потери компании путем со-

кращения количества ручек или введением пра-

вила «использовать обратную сторону бумаги 

для печати черновиков» всегда выглядит как 

игра в бирюльки» [11]. То же самое можно ска-

зать и о сфере социальных слуг. В частности, 

преподаватель, учитель, врач или социальный 

работник испытывает те же сложности в своей 

повседневной деятельности. Необходимо начать 

с начала, следуя принципам бережливого про-

изводства: изучить процесс на предмет возмож-

ности его усовершенствования с точки зрения 

создания ценности для клиента, а уже потом 

переходить к устранению потерь (в том числе, 

оцифровке процесса) и созданию системы мо-

ниторинга за состоянием системы. Пока же 

внедрение бережливых технологий наряду с 

цифровизацией в социальной сфере «пропуска-

ет» эту первую стадию, стремясь сразу оптими-

зировать «очевидные» потери и создавать си-

стемы мониторинга. Наглядным примером яв-

ляются отчеты по проекту Бережливая поли-

клиника. Согласно отчету о реализации проекта 

«в среднем время нахождения пациентов в ре-

гистратуре снизилось в 2-4 раза, сокращение 

времени нахождения в очереди к врачу в 3-7 

раз, количество посещений поликлиники по 

вопросам прохождения диспансеризации, ме-

дицинских осмотров сократилось в 2-3 раза, 

время ожидания забора крови сократилось в 

1,5-2 раза. Медицинский персонал отмечает 

снижение бумажного документооборота, ком-

пьютеризацию рабочих мест, помощь в осна-

щении современным медицинским оборудова-

нием» [7]. Смогло ли это кардинально увели-
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чить ценность для клиента? Отчасти, да. Одна-

ко наличие цифровой записи к врачу не решает 

проблемы доступности медицинской помощи 

при отсутствии врача. Статистика удовлетво-

ренности граждан медицинскими услугами в 

России, особенно в регионах, свидетельствует о 

существовании системных проблем, которые 

требуют системных же решений. 

 

Application of lean manufacturing technologies 

in the field of intangible services 
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Abstract An analysis of practical cases of implementing lean manufacturing technologies in the non-

manufacturing sector leads to the conclusion that the main reason for the failure of the projects is the problem of 

determining the value for the client of the results of the activities of its entities. The article reveals the main elements 

of the lean manufacturing methodology, summarizes the methods for evaluating the results of lin-technology 

implementation, and substantiates the limitations of their use in the field of intangible services. The impossibility of 

establishing a direct relationship between the factors of creating value (personnel, material base, financial resources, 

etc.) with its measurable value is called the main obstacle to the effective use of lean technologies in this area. 
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