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Аннотация. Для автоматизации документооборота часто требуются кроссплатформенные средства ге-

нерации или редактирования файлов электронных таблиц в формате Office Open XML. Несмотря на наличие 

нескольких свободно распространяемых библиотек и программных пакетов с подобными функциями, ни одно 

из этих средств не гарантирует полной совместимости с программным пакетом Microsoft Office. В данной ста-

тье анализируется возможность автоматизации редактирования файлов электронных таблиц без потери каких-

либо атрибутов и внутренних элементов. Авторами статьи разработана программа, преобразующая содержимое 

файла формата Office Open XML в текстовый формат и обратно, тем самым обеспечивающая аккуратную и 

эффективную обработку документов электронных таблиц для пакета Microsoft Office. 

Ключевые слова: документооборот, электронная таблица, Office Open XML 

1. Введение 

Одним из общепринятых форматов электрон-

ного документооборота является формат доку-

ментов Office Open XML (OOXML) программ-

ного пакета Microsoft Office. Этот формат был 

принят в качестве международных стандартов 

ECMA-376 [1] и ISO/IEC 29500:2016 [2]. В отли-

чие от предшествующих ему бинарных форма-

тов документов пакета Microsoft Office, файлы 

формата OOXML имеют описание внутренней 

структуры и допускают непосредственное ре-

дактирование их содержимого. Поэтому при 

необходимости автоматизированного редактиро-

вания сложных XLSX-документов нет объектив-

ных препятствий для решения этой задачи без 

применения сложных в освоении и дорогостоя-

щих программных продуктов. 

Однако, в силу сложности устройства фор-

мата OOXML пользователи часто вынуждены 

использовать одно из программных средств или 

специализированную среду разработки, напри-

мер: 

• среду разработки Microsoft Office SDK 

[2], позволяющую автоматизировать редактиро-

вание документов с использованием языков 

Visual Basic for Applications (VBA) и .NET [11]; 

• программные пакеты LibreOffice [4] и 

Apache OpenOffice [5], имеющие некоторые 

средства для автоматизации обработки докумен-

тов и интеграции с серверами баз данных; 

• специальные библиотеки для используе-

мой среды программирования, предоставляю-

щие ограниченные возможности создания или 

редактирования XLSX-документов. Примерами 

таких библиотек служат OpenPyXL [6] для языка 

программирования Python, библиотеки 

Spreadsheet::ParseXLSX [7] и 

Excel::Writer::XLSX [8] для языка программиро-

вания Perl, или библиотека Apache POI [9] для 

среды Java. 

Большинство из средств для работы с фай-

лами XLSX после чтения документа электрон-

ной таблицы полностью преобразуют его в объ-

ект данных, имеющий определенную внутрен-

нюю структуру. Этот объект данных не всегда во 

всем соответствует устройству исходного файла. 

Например, в случае использования программы 

LibreOffice XLSX-файл при чтении преобразу-

ется в объект документа в формате Open 

Document Format (ODF) [10] и этот формат не 

вполне совместим с форматом Microsoft Excel. 

Аналогично работают и библиотеки OpenPyXL, 

Apache POI, и др. Из вышеупомянутых инстру-

ментов только Microsoft Office SDK в полной 

мере гарантирует сохранность всех атрибутов 

редактируемых электронных таблиц. Созданию 
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инструментов, которые бы обеспечивали пол-

ную совместимость с Microsoft Excel, препят-

ствует сложность стандарта ECMA-376. Так, 

только основной документ этого стандарта со-

держит более 5000 страниц. 

Тем не менее, возможен другой метод редак-

тирования XLSX-файлов, дающий возможность 

сохранить все атрибуты электронной таблицы. 

Как известно, XLSX-файл является ZIP-архи-

вом, в который помещено несколько текстовых 

файлов с данными электронной таблицы и эле-

ментами ее оформления. Если редактирование 

затрагивает только части, хорошо понятные ин-

струменту, например, XML-файлы листов элек-

тронной таблицы, то все остальные составляю-

щие документа останутся прежними. Следуя 

этому подходу, авторы разработали программу 

xlsx-processor, автоматизирующую редактирова-

ние электронных таблиц в формате XLSX. Дан-

ная программа написана на языке Python и ис-

пользует библиотеку xml для работы с XML-

файлами и библиотеку OpenPyXL для коррекции 

адресов формул ячеек MS Excel. Программа 

функционирует в операционных системах се-

мейств GNU Linux и Microsoft Windows. На мо-

мент публикации авторы не имеют сведений о 

наличии другого общедоступного инструмента с 

функциями, аналогичными функциям утилиты 

xlsx-processor. 

2. Алгоритм работы утилиты 

xlsx-processor 

Утилита xlsx-processor позволяет изменять 

содержимое электронной таблицы так, как если 

бы ее данные были бы представлены в текстовом 

формате. Для этого xlsx-processor сначала распа-

ковывает XLSX-файл и выводит таблицу каж-

дого листа в текстовом формате CSV (comma-

separated-values). Позже, когда пользователь от-

редактирует или вставит данные в эти файлы, 

утилита создаст новый XLSX-файл, в который 

поместит новые данные, но сохранит все атри-

буты и элементы оформления. 

Программа xlsx-processor имеет следующий 

синтаксис: 

 
xlsx-processor.py {подкоманда} [оп-

ции] 

 

где {подкоманда} определяет выполняемое дей-

ствие: распаковку XLSX-файла (unpack), извле-

чение данных листов электронной таблицы 

(extract), заполнение новыми данными (fill), под-

становку регулярных выражений в текстовых 

значениях ячеек (regsub), или компоновку но-

вого XLSX-файла (pack). 

Например, команда 

 
xlsx-processor.py unpack --file ex-

ample.xlsx 

 

открывает файл example.xlsx как обычный ZIP-

архив и записывает все его содержимое в указан-

ный подкаталог (по умолчанию это подкаталог 

xlsx в текущем каталоге). 

Далее, следующей командой 

 
xlsx-processor.py extract 

 

запускается процедура извлечения данных, кото-

рая первым делом выполняет чтение всех строк 

из внутреннего словаря документа — они поме-

щаются непосредственно в XML-элементы 

ячеек и для этих ячеек устанавливается тип 

inlineStr. Затем эта команда выводит данные ли-

стов электронной таблицы в текстовые файлы в 

формате CSV с именами, аналогичными исход-

ным XML–файлам – sheet1.csv, sheet2.csv, и т.д. 

При выводе этих файлов утилита добавляет 

первую колонку с номерами строк, которая 

позже помогает понять, какие строки были пере-

ставлены или скопированы. Если ячейка содер-

жит многострочный текст, то при выводе в фор-

мат CSV символы перевода строки обознача-

ются символом \\n, что упрощает последующую 

обработку данных, поскольку каждый ряд элек-

тронной таблицы образует одну строку тексто-

вого файла. Кроме CSV-файлов для каждого ли-

ста электронной таблицы утилита также выво-

дит настоящие имена всех листов в отдельный 

файл с именем workbook.csv. 

Редактирование данных листов электронной 

таблицы в текстовом формате возможно при по-

мощи любого языка программирования. Обычно 

в процессе редактирования таблиц некоторые 

строки используются в качестве шаблонов и за-

полняются нужными данными, тогда как ненуж-

ные строки могут быть удалены. Важно, что при 

этом сохраняется первая колонка, содержащая 

номер строки в исходном файле. Отображение 

номеров строк исходного файла в результирую-

щий используется позже для автоматической 

коррекции адресов ячеек в формулах. 

Для упрощения редактирования утилита 

предлагает использовать два специальных сим-

вола для содержимого ячеек: символ #, обозна-

чающий, что данная ячейка полностью сохра-

няет свое значение, и символ @, который указы-

вает, что значение сохраняется, но в формуле 

этой ячейки выполняется автоматическая транс-

ляция адресов ячеек (см. в следующем разделе). 

То есть, если в отредактированном CSV-файле 

ячейка имеет значение # или @, то используется 

ее прежнее значение, содержащееся в XML-

файле. 
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Ячейки, значение которых нет необходимо-

сти изменять, лучше помечать этими символами, 

чтобы утилита не тратила время на очистку 

ячеек и подстановку их старых значений. Кроме 

того, иногда ячейки листов электронной таб-

лицы содержат элементы форматирования, кото-

рые теряются при выводе в CSV-формат. По-

этому чтобы сохранить вид этих ячеек, лучше 

оставить их прежнее представление в формате 

XML. С этой целью утилита допускает примене-

ние символов @ и # для целого ряда – когда 

строка CSV-файла начинается с этих символов, 

или всего листа, если заголовок CSV-файла 

начинается со специального символа. 

Иногда требуется отредактировать ячейки, 

содержащие элементы форматирования текста, 

которые теряются при выводе в формат CSV. 

Примерами таких ячеек служит заголовок доку-

мента или его окончание, где могут быть ука-

заны некоторые даты и реквизиты. Для редакти-

рования таких ячеек служит подкоманда regsub, 

выполняющая подстановку регулярных выраже-

ний непосредственно в текстовых значениях эле-

ментов XML-файлов. Например, следующая ко-

манда выполнит замену строки «30.12.2023» на 

строку «15.01.2024» внутри листов 1 и 3: 

 
xlsx-processor.py regsub --sheet 1  

--sheet 3 --regsub 30.12.2023 

15.01.2024 

 

Подкоманда regsub использует Python-биб-

лиотеку поддержки языка регулярных выраже-

ний и потому способна выполнять гораздо более 

сложную обработку текста, нежели простую 

подстановку строк. См. документацию библио-

теки re языка Python и описание функции 

re.subn, используемой подкомандой regsub. 

После завершения редактирования пользова-

тель запускает команду заполнения XML-фай-

лов новыми текстовыми данными: 

 
xlsx-processor.py fill 

 

На этой стадии утилита анализирует, какие 

строки таблиц были скопированы, перемещены 

или удалены и делает соответствующие исправ-

ления в XML-документе каждого листа. Затем 

утилита записывает новые значения ячеек во все 

измененные или скопированные строки. 

Завершает редактирование электронной таб-

лицы упаковка отредактированных XML-фай-

лов в новый XLSX-файл — это действие выпол-

няет подкоманда pack: 

 
xlsx-processor.py pack --output re-

sult.xlsx 

 

Помимо модификации данных, для измене-

ния оформления ячеек электронной таблицы 

можно также изменять стиль ячеек. Например, 

при необходимости выделения некоторых ячеек 

особым цветом фона можно использовать стиль 

той ячейки шаблонного документа, в которой де-

монстрировалась эта возможность. Чтобы задать 

стиль ячейки, достаточно в соответствующее ей 

поле CSV-файла добавить префикс вида 

s=style_index!, где style_index – индекс стилей. 

Необходимый индекс можно узнать из значения 

атрибута s XML-элемента некоторой ячейки, ко-

торая использует необходимый стиль. Данная 

процедура не предусматривает создания новых 

стилей ячеек, поэтому если в исходном XLSX-

файле шаблона документа не существовало 

ячейки с нужным стилем оформления, то в нем 

следует создать строку с примером такой ячейки, 

чтобы потом в процессе редактирования стиль 

этой ячейки мог быть применен к другим ячей-

кам. Эту вспомогательную строку в процессе ре-

дактирования можно удалить. 

3. Автоматическая коррекция 

адресации ячеек в формулах 

Использование утилиты xlsx-processor для 

создания XLSX-файлов по заданному шаблону 

предусматривает копирование строк таблицы и 

заполнение их новыми данными. После такого 

редактирования может потребоваться коррекция 

формул электронной таблицы, поскольку копи-

рование и сдвиг строк изменяет их нумерацию. 

Если бы модификация таблицы выполнялась 

средствами программы Microsoft Office Excel, то 

адреса ячеек в формулах таблицы были бы ис-

правлены автоматически. А именно, когда в 

электронной таблице копируется ячейка с фор-

мулой, то адреса в этой формуле корректиру-

ются по следующим правилам: если использо-

ван относительный адрес (символ $ отсут-

ствует), то он корректируется вектором смеще-

ния копии ячейки относительно позиции ее ори-

гинала; если же использован адрес с абсолютной 

координатой (обозначенный символом $), то он 

при копировании не изменяется. В случае сдви-

гов ячейки с формулой или ячеек адресатов фор-

мулы, адреса в формуле корректируются так, 

чтобы сохранить ее функцию. 

При редактировании XLSX-файлов с исполь-

зованием утилиты xlsx-processor пользователь 

может либо исправить формулу самостоятельно, 

либо разрешить утилите выполнить коррекцию 

формулы автоматически. В последнем случае 

пользователю достаточно в позиции ячейки вме-

сто формулы указать только один символ @. 

Чтобы коррекция формул привела к желае-
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мому результату, в формулах документа-шаб-

лона следует применять относительную и абсо-

лютную адресацию рядов. Например, для сум-

мирования значений диапазона ячеек колонки A 

вместо формулы SUM(A1:A2) в ячейке A3 

нужно использовать абсолютный адрес первого 

ряда, SUM(A$1:A2). Тогда при вставке 3 новых 

рядов в этот диапазон ячейка формулы будет 

сдвинута на 3 ряда вниз, и формула будет заме-

нена на SUM(A$1:A5), что соответствует желае-

мому результату. 

Результирующий XLSX-файл обычно тре-

бует обновления результата вычислений формул 

в некоторых ячейках, поэтому утилита устанав-

ливает специальный атрибут fullCalcOnLoad. 

Этот атрибут заставляет программу Microsoft 

Excel сразу после чтения электронной таблицы 

выполнить ее полный пересчет. 

4. Заключение 

В данной статье был выполнен анализ суще-

ствующих средств автоматизации обработки до-

кументов электронных таблиц в формате XLSX 

и предложен новый способ редактирования этих 

файлов, сохраняющий полную совместимость с 

пакетом Microsoft Office. 

Работа выполнена в рамках государственного 

задания ФГУ ФНЦ НИИСИ РАН по теме № 

FNEF-2024-0001 «Создание и реализация дове-

ренных систем искусственного интеллекта, ос-

нованных на новых математических и алгорит-

мических методах, моделях быстрых вычисле-

ний, реализуемых на отечественных вычисли-

тельных системах» (1023032100070-3-1.2.1). 
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Аннотация. В данной работе описан модифицированный в сравнении с предыдущими разработками 

способ троирования с разнесением чувствительных областей цифровой синтезируемой логики, который позво-

ляет добиться лучших показателей по занимаемой площади. Приведено сравнение характеристик троирован-

ных блоков, разработанных с использованием разных маршрутов. Результаты данной работы применимы в 

маршруте проектирования сбоеустойчивых систем на кристалле и апробированы для тестового кристалла по 

технологии с проектными нормами 28 нм. 

Ключевые слова: сбоеустойчивость, тройное модульное резервирование, СнК, СБИС1.

1. Введение 

Для современной электронной аппаратуры 

требуются всё более высокопроизводительные и 

функционально-сложные микроэлектронные из-

делия. Данная тенденция затрагивает и системы 

с повышенными требования к сбоеустойчиво-

сти. 

Одним из основных способов улучшения ха-

рактеристик микросхем является переход на тех-

нологии с меньшими проектными нормами. 

Например, микроэлектроника для современных 

космических аппаратов разрабатывается уже по 

технологиям с проектными нормами 28 нм и 

меньше. При этом данная микроэлектроника 

должна быть стойкой к воздействию ионизиру-

ющего излучения, что означает стойкость к оди-

ночным и дозовым эффектам. 

Ситуация со стойкостью к накопленной дозе 

при уменьшении проектных норм зачастую не 

только не ухудшается, а даже улучшается, вслед-

ствие уменьшения объемов диэлектрика, в кото-

ром происходит накопление заряда. 

Эффекты от одиночных событий можно 

условно разделить на отказы и сбои. К отказам в 

несиловой микроэлектронике относят в основ-

ном открытие паразитных тиристорных струк-

тур. К сбоям относят переключение ячеек па-

мяти и триггеров в противоположное состояние 

и возникновение переходного процесса в комби-

национных цепях. 

С уменьшением проектных норм ситуация с 

открытием паразитных тиристоров не ухудша-

ется, так как это уменьшение зачастую сопро-

вождается уменьшением напряжения питания.  

А вот ситуация со сбоями значительно ухуд-

шается с уменьшением проектных норм. Это 

связано с несколькими основными факторами: 

• Уменьшение критического заряда, необ-

ходимого для переключения элемента в противо-

положное значение. Это ведет к тому, что ча-

стицы со всё меньшими линейными потерями 

энергии могут вызвать сбой. Также это означает, 

что частицы с одинаковыми линейными поте-

рями энергии могут вызвать большее число 

сбоев. 

• Увеличение плотности размещения, а как 

следствие накрытие большего числа элементов 

одной частицей, что в сочетании с уменьшением 

критического заряда ведет к росту вероятности 

множественных сбоев. 

• Рост тактовой частоты, который ведет к 

росту вклада сбоев в комбинационной логике. 

Также уменьшение проектных норм ведет к 

тому, что многие способы, ранее успешно при-

менявшиеся для борьбы с одиночными эффек-

тами, перестают работать. Например, примене-

ние ячеек DICE становится менее эффективным 

для норм ниже 100 нм. Применение некоторых 

разновидностей троирования (троирование 

только триггеров, троирование без разнесения) 

также становится неэффективным. 

Эти факторы требуют уделять всё большее 

внимание защите от сбоев [1].  

mailto:chernyakov@cs.niisi.ras.ru
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В составе систем на кристалле можно выде-

лить готовые IP-блоки, например, блоки памяти, 

и синтезируемую логику. В данной работе ос-

новное внимание уделяется защите синтезируе-

мой логики. 

2. Применение троирования и 

предыдущие разработки 

Одним из основных методов защиты от сбоев 

является модульное резервирование, то есть ис-

пользование нескольких копий одного и того же 

блока. Наиболее распространено тройное мо-

дульное резервирование (ТМР) или троирова-

ние, то есть использование трех копий исходного 

блока. Хотя в некоторых случаях используются и 

резервирование с большей кратностью, а иногда 

только дублирование, когда достаточно опреде-

лить лишь наличие расхождения. 

Модульное резервирование может осуществ-

ляться как на уровне макроблоков, например, 

СФ-блоков или целых микросхем, так и на 

уровне отдельных библиотечных элементов. 

Первый вариант требует дополнительной и 

зачастую нетривиальной логики синхронизации 

блоков в случае расхождения результатов. Также 

при резервировании на уровне макроблоков ак-

туальна проблема накопления сбоев. Всё это де-

лает резервирование на уровне отдельных ком-

бинационных и последовательностных элемен-

тов более предпочтительным. 

По полноте резервирования ТМР на уровне 

отдельных ячеек можно разделить на [2]: 

1. Локальное ТМР (ЛТМР), когда троиру-

ются только триггеры; 

2. Распределенное ТМР (РТМР), когда трои-

руются триггеры и комбинационные элементы; 

3. Глобальное ТМР (ГТМР), когда троиру-

ются триггеры, комбинационные элементы и де-

рево синхросигнала. 

Для борьбы со множественными сбоями эле-

менты дополнительно могут разноситься таким 

образом, чтобы при попадании частицы сбива-

лось не более одной копии элемента из трех. 

Существуют различные способы организа-

ции троирования и разнесения в рамках марш-

рута проектирования микросхемы.  

Во ФГУ ФНЦ НИИСИ РАН применяется и 

активно развивается свой маршрут троирования. 

Различные его вариации для технологий с раз-

личными проектными нормами уже описыва-

лись в статьях [3-4]. 

В общем случае схему троирования в рамках 

маршрута можно описать следующим образом. 

Сначала проводится стандартный синтез и полу-

чается нетлист без троирования. Далее с помо-

щью скрипта троирования каждый триггер заме-

няется на специальную ячейку. Вся комбинаци-

онная логика троируется. Для переходов от 

нетроированных частей (например, памятей или 

падов) к троированным и наоборот добавляются 

специальные конструкции-обертки (wrappers). 

В зависимости от требуемого уровня сбое-

устойчивости, проектных норм целевой техно-

логии, имеющейся библиотеки элементов и не-

которых других факторов специальная ячейка, 

на которую заменяется триггер, может отли-

чаться.  

Маршрут проиллюстрирован на рисунках 1-

3. 

 

Рисунок 1. Применение троирования к исходному 

нетлисту [3] 

Рисунок 2. Интеграция нетроированного элемента [3] 
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3. Оптимизированный способ 

троирования с разнесением чув-

ствительных областей 

Для разработок по 65 нм использовалась 

ячейка, схематично представленная на рисунке 

4. Аналогичная ячейка была подготовлена и для 

технологии 28 нм. 

Она включает в себя три копии триггера и 3 

копии воутеров. Все элементы разнесены между 

собой на расстояние не менее 2,5 мкм. Также 

есть как минимум половина расстояния разнесе-

ния между элементами и границами ячейки. 

Один из недостатков данной ячейки в том, 

что пространство между разнесенными элемен-

тами в значительной степени пустует. И эта про-

блема становится более острой с уменьшением 

проектных норм, так как радиус разнесения дол-

жен сохраняться, а размеры элементов при этом 

уменьшаются. То есть большее пространство по-

тенциально оказывается незадействованным. 

Для разработок по 28 нм предложена моди-

фицированная версия ячейки и скрипта троиро-

вания, которые позволяют значительно снизить 

потери площади. 

Рисунок 3. Сопряжение ячейки ввода/вывода с трои-

рованным окружением [4] 

Рисунок 4. Схематичное изображение троированной 

ячейки для технологии 65 нм [4] 

Рисунок 5. Схематичное изображение модифици-

рованной ячейки 
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Новая ячейка состоит из 9 триггеров и 9 во-

утеров и позволяет сгруппировать в себе три 

троированных триггера с воутерами. Внутри 

ячейки триггеры и воутеры располагаются та-

ким образом, чтобы три копии одного триггера 

располагались на расстоянии не менее 2,5 мкм. 

При этом триггеры, относящиеся к разным трой-

кам, могут находится на меньшем расстоянии. 

Схематичное изображение новой ячейки приве-

дено на рисунке 5. 

Скрипт троирования был модифицирован, 

чтобы группировать триггеры по три и троиро-

вать их с использованием новой оптимизирован-

ной ячейки. 

Такое расположение элементов позволяет по-

высить плотность размещения элементов и как 

следствие уменьшить площадь всей схемы. Что 

будет продемонстрировано далее на примере 

сравнения блоков, реализованных с использова-

нием обычной и оптимизированной ячейки. 

В таблице 1 приведена площадь оригиналь-

ной (dffrs_tmr) и оптимизированной 

(dffrs_tmr_3) ячеек по 28 нм. 

Таблица 1. Площадь ячеек 

Ячейка Площадь, мкм2 

dffrs_tmr 119 

dffrs_tmr_3 163 

 

Как видно из таблицы площадь оптимизиро-

ванной ячейки менее чем в полтора раза больше, 

при том что она включает в себя втрое больше 

элементов, чем оригинальная. 

4. Сравнение реализаций с  

различным способом  

организации троированных 

ячеек 

Вначале оптимизированный маршрут трои-

рования был опробован на простом блоке, состо-

ящем из трех регистров, а также кодера и деко-

дера расширенного кода Хэмминга между ними.  

Таблица 2. Характеристики реализаций блока с  

кодером и декодером Хэмминга 

Название Частота, 

МГц 

Мощ-

ность, 

мВт 

Площадь, 

мм2 

ham_code

_decode 

870 9,2 0,026 

ham_code

_decode 

(оптим) 

928 9,5 0,014 

 

Блок был синтезирован с использование ори-

гинального и оптимизированного маршрута для 

технологии с проектными нормами 28 нм. Для 

обоих вариантов была подготовлена топология. 

Характеристики получившихся реализаций при-

ведены в таблице 2. В качестве частоты указана 

получившаяся предельная частота. 

Из таблицы видно, что для данного блока ис-

пользование оптимизированного маршрута поз-

волило достичь большей частоты и почти вдвое 

меньшей площади. Рост мощности связан с ро-

стом частоты. 

В качестве более сложного блока был выбран 

контроллер внешней статической памяти. Дан-

ный блок не содержит в своем составе каких-

либо готовых макроблоков. То есть он полно-

стью синтезируется с использованием элементов 

из библиотеки стандартных ячеек. 

Для данного контроллера проводился только 

синтез по оригинальному и оптимизированному 

маршруту. Топология не разрабатывалась. Оце-

ночные характеристики реализаций по результа-

там синтеза приведены в таблице 3. 

Таблица 3. Характеристики реализаций контроллера 

памяти по результатам синтеза 

Название Частота, 

МГц 

Мощ-

ность, 

мВт 

Пло-

щадь, 

мм2 

MemCtrl_top 400 26,17 0,394 

MemCtrl_top 

(оптим) 

414 26,23 0,188 

 

Из таблицы видно, что использование опти-

мизированного маршрута для данного блока поз-

волило добиться вдвое меньшей занимаемой 

площади, а также небольшого прироста частоты. 

Незначительное увеличение мощности также, 

как и в случае прошлого блока, вероятнее всего 

связано с ростом частоты. 

Важно отметить, что и блок контроллера 

внешней статической памяти, и блок с реги-

страми, кодером и декодером Хэмминга не со-

держат в своем составе готовых блоков, таких 

как массивы памяти, пады и т.д. Если бы они их 

содержали, то выигрыш по площади был бы 

меньше, так как такие блоки не троируются. 

Следующий блок, рассматриваемый в данной 

статье, именно такой. 

Данный маршрут использовался при разра-

ботке тестового кристалла (ТК) по технологии 

28 нм. 

В данном случае тестовый кристалл – это 

микросхема, содержащая заказные блоки (па-

мяти, пады и т.д.), которые нужно проверить пе-

ред изготовлением СнК. Помимо заказных бло-

ков опытный образец содержит синтезируемую 

логику, в основном необходимую для проверки 

заказных блоков. 

Был проведен синтез RTL-модели тестового 
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кристалла с использованием оригинального и 

оптимизированного маршрутов. Результаты син-

теза приведены в таблице 4. 

Таблица 4. Характеристики реализаций тестового 

кристалла, полученные по результатам синтеза 

Назва-

ние 

Ча-

стота, 

МГц 

Мощ-

ность, 

мВт 

Пло-

щадь, 

мм2 

Площадь 

заказных 

блоков(не 

троиру-

ется),мм2 

ТК 192 862,3 7,83 5,07 

ТК 

(оптим) 

198 857,7 6,36 5,07 

 

Первое на что стоит обратить внимание – 

большую часть площади микросхемы занимают 

макроблоки. То есть нетроируемая часть микро-

схемы. При этом всё равно вполне заметен выиг-

рыш по площади при применении оптимизиро-

ванного маршрута. 

Если рассматривать только синтезируемую 

часть, то выигрыш по площади будет около двух 

раз, как и в предыдущих рассматриваемых бло-

ках, что отражено в таблице 5. 

Таблица 5. Анализ площади тестового кристалла 

Название Сум-

марная  

пло-

щадь, 

мм2 

Площадь 

заказных 

блоков (не 

троиру-

ется), мм2 

Площадь 

синтези-

руемой 

логики 

ТК 7,83 5,07 2,76 

ТК 

(оптим) 

6,36 5,07 1,29 

 

Из таблицы видно, что использование опти-

мизированного маршрута, позволяет достичь 

меньшей площади и немного повысить макси-

мальную частоту. Исходя из этого именно опти-

мизированный маршрут был выбран для даль-

нейшей разработки. 

Была разработана топология тестового кри-

сталла, синтезированного с использованием оп-

тимизированного маршрута. Характеристики 

получившейся топологической реализации при-

ведены в таблице 6. 

Таблица 6. Итоговые характеристики топологической 

реализации тестового кристалла 

Назва-

ние 

Частота, 

МГц 

Мощность, 

мВт 

Площадь, 

мм2 

ТК 250 509,4 12,18 

5. Анализ и результаты 

Из характеристик получившихся реализаций 

видно, что оптимизированный маршрут троиро-

вания позволяет уменьшить итоговую площадь 

микросхемы, а также немного повысить частоту.  

При этом степень улучшения характеристик 

зависит от особенностей конкретного разраба-

тываемого блока, в первую очередь от наличия в 

нем памятей и других заказных блоков. 

Изменение характеристик отражено в таб-

лице 7. В ней для каждого блока приведены ре-

зультаты оптимизированно маршрута, нормиро-

ванные к результатам оригинального маршрута. 

Таблица 7. Результаты оптимизированного маршрута, 

нормированные к результатам оригинального  

маршрута 

Название Частота, 

% 

Мощ-

ность, 

% 

Площадь, 

% 

ham_code 

_decode 

(оптим) 

106 103 53,85 

MemCtrl_top 

(оптим) 

103,50 100,22 47,72 

ТК (оптим), 

весь 

103,13 99,47 81,22 

ТК (оптим), 

синтезируе-

мая часть 

- - 46,74 

 

Для синтезируемой логики выигрыш в пло-

щади от применения оптимизированного марш-

рута может составлять около 50%. Выигрыш в 

частоте не столь заметен и составляет единицы 

процентов. 

Важно отметить, что способ группировки 

триггеров, использованный в данной работе, не 

обязательно является оптимальным. Этот аспект 

не изучался, потому что и предложенный способ 

позволил как уложиться в требования к опыт-

ному образцу, так и продемонстрировать лучшие 

характеристики в сравнении с оригинальным 

маршрутом.  

Поиск и оценка других подходов к группи-

ровке триггеров является направлением даль-

нейшего исследования. 

6. Заключение 

В данной работе предложен оптимизирован-

ный с точки зрения организации троирования с 

разнесением маршрут разработки СБИС. 

Оптимизация основана на использовании 

специальной ячейки, объединяющей три трои-

рованных триггера. Триггеры и воутеры в рам-

ках этой ячейки расположены с чередованием 

таким образом, что копии, относящиеся к од-

ному троированному триггеру, оказываются раз-

несены на расстояние не менее 2,5 мкм. При 

этом копии, относящиеся к разным доменам тро-
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ирования могу находится рядом. Такая организа-

ция ячейки позволяет значительно экономить 

место на кристалле. 

Оптимизированный маршрут апробирован 

при разработке тестового кристалла по техноло-

гии с проектными нормами 28 нм. 
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Аннотация. Оценивая число решений полиномиальных систем уравнений в терминах
многогранников Ньютона, в 1974 году автор доказал, что коразмерность идеала (g1, g2, . . . , gd),
порожденного в групповой алгебре K[Zd] над полем K характеристики 0 многочленами Лорана
общего положения, имеющими один и тот же многогранник Ньютона Γ, равна d!× V olume(Γ).
Предположив, что многогранник Ньютона является симплициальным и сверх-удобным (то есть
содержащим некоторую окрестность начала координат), автор передоказывает и усиливает
результат 1974 года, явно указывая множество Bsh мономов , классы эквивалентности которых
образуют базис фактор-алгебры K[Zd]/(g1, g2, . . . , gd). Доказывается, что мощность этого
множества равна d!×V olume(Γ). По известной теореме коммутативной алгебры из этого следует,
что в случае алгебраически замкнутого поля K характеристики 0, число решений системы
уравнений g1 = g2 = . . . = gd = 0 с учетом кратностей будет равно d!× V olume(Γ).

Множество Bsh обладает аналогом свойства Дэна-Соммервилля и естественно возникает в
процессе вычисления ряда Пуанкаре линейного пространства многочленов Лорана, снабженного
"ломаной" градуировкой Арнольда-Ньютона. Индуктивное построение множества Bsh

опирается на конструкцию шеллинга sh, существование которого для любого выпуклого
многогранника доказали в 1971 году Брюгеcсер и Мани. Используя структуру Bsh, мы
доказываем, что ассоциированная градуированная K-алгебра grΓ(K[Zd]), построенная по
фильтрации Арнольда-Ньютона K-алгебры K[Zd], обладает свойством коэн-маколеевости.
Наше доказательство коэн-маколеевости является обобщением доказательства Б. Кайнда
и П. Клейншмитта 1979 года о коэн-маколеевости колец Стенли-Рейснера (Stanley–Reisner
rings) симплициальных комплексов, допускающих шеллинг. Используя коэн-маколеевость
grΓ(K[Zd]), мы доказываем, что для полиномов Лорана общего положения (g1, g2, . . . , gd),
имеющих один и тот же многогранник Ньютона Γ, множество Bsh является мономиальным
базисом фактор-алгебры K[Zd]/(g1, g2, . . . , gd).
Результаты статьи легко переносятся на обычные многочлены и формальные ряды, чему будет
посвящена отдельная публикация.

Ключевые слова: многогранник Ньютона; шеллинг; кольца Коэна-Маколея; теорема
Кушниренко; соотношения Дэна-Соммервиля, кольца Стенли-Рейснера.
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Графическая аннотация. Ниже в двумерном случае показаны два основных объекта
данной статьи: расширенный многогранник Ньютона Γsh и множество его целых точек Bsh.

1. Введение

1.1. Предыстория

В 1974 году В.И. Арнольд по многограннику
Ньютона Γ ростка аналитической функции
построил фильтрацию в кольцах многочленов
и ростков аналитических функций от
нескольких комплексных переменных
[1]. Он назвал эту фильтрацию
ломаной фильтрацией. Сегодня эту
фильтрацию и аналогичные фильтрации
в K-алгебрах многочленов, многочленов
Лорана и формальных рядов над
полем K называют фильтрациями
Ньютона. Изучение ассоциированных
градуированных колец, построенных
по фильтрации Ньютона-Арнольда в
кольцах многочленов и формальных рядов
проводилось автором в [2], [3], [4].
Центральным результатом изучения было
установление свойства коэн-маколеевости
этих градуированных колец. Это
свойство удалось доказать гомологическими
методами, используя полученный М.

Хохстером в 1972 году нетривиальный
результат о том, что полугрупповые
K-алгебры конических полугрупп в Zd

обладают свойством коэна-маколеевости.
[5]. Мое доказательство коэн-маколеевости
ассоциированного градуированного кольца
было достаточно общим и сложным.
В нем ассоциированное градуированное
кольцо, возникающее по фильтрации
Ньютона, рассматривалось, как результат
склейки некоторых градуированных колец
по комбинаторной схеме, определяемой
полиэдральным комплексом граней многогран-
ника Ньютона. Подобные схемы доказатель-
ства коэн- маколеевости сложных колец
путем сведения к более простым кольцам
позднее обсуждались в статье М. Хохстера
[6]. В качестве более простых колец в моем
доказательстве выступали полугрупповые
кольца конических полугрупп в Zd. Их
коэн-маколеевость является нетривиальным
фактом, доказанным М. Хохстером в
1972 году. А коэн-маколеевость склейки
таких колец по комбинаторной схеме,
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определяемой полиэдральным комплексом,
доказывалась в моей статье 1976 года в
предположении, что полиэдральный комплекс
имеет гомологии сферы или диска и не
использовало тот факт, что комплекс может
быть реализован как граница выпуклого
многогранника. Это позволяло применить мое
доказательство 1975 года к симплициальным
разбиениям гомологических сфер и доказать
коэн-маколеевость колец Стенли-Рейснера
таких симплициальных разбиений. Кроме
того, мое доказательство коэн-маколеевости
ассоциированного градуированного кольца,
построенного по фильтрации Ньютона
колец многочленов, многочленов Лорана
и кольца ростков аналитических функций
позволяло передоказать результат М.
Хохстера о коэн-маколеевости полугрупповых
колец конических полугрупп. Набросок
доказательства теоремы М. Хохстера
с помощью построения многогранников
Ньютона для элементов полугрупповых колец
конических полугрупп приведен в [4, section
5.12] и переизложен в [7].

1.2. Выполняя пожелание
В.И. Арнольда 1975 года

Мое доказательство коэн-маколеевости
ассоциированных градуированных колец
было далеко от вопросов, которыми
занимался семинар В. Арнольда на механико-
математическом факультете Московского
Государственного Университета в 70-
годах прошлого века. Я использовал в
доказательстве азы коммутативной алгебры
и алгебраической геометрии, которым
научился, прослушав около десятка докладов
Ю.И. Манина на знаменитом семинаре
И.М. Гельфанда на мехмате МГУ. И.М.
Гельфанд был убежден, что знание этих
азов будет полезно математикам самых
разных специализаций и в моем случае
прогноз оправдался. В.И. Арнольд, между
тем, считал мое доказательство сложным
и, в отличие от выведенных мною из
него следствий, недостаточно наглядным.
Наглядными следствиями, получившими
высокую оценку В.И. Арнольда, были явные
формулы, выражающие в терминах объемов
многогранников Ньютона ряд топологических
характеристик многочленов и ростков
аналитических функций общего положения:
кратность особой точки аналитической
функции, эйлерову характеристику линии
уровня многочлена и число решений
полиномиальной системы d уравнений
с d неизвестными в случае, когда все

уравнения имеют один и тот же многогранник
Ньютона. Простейший и известнейший
из этих результатов - явная формула для
числа решений полиномиальной системы
уравнений общего положения с заданным
многогранником Ньютона. По известной
теореме коммутативной алгебры, в случае,
когда поле K алгебраически замкнуто,
это число решений, с учетом кратностей,
равно коразмерности идеала, порожденного
в K-алгебре многочленов Лорана K[Zd]
уравнениями системы g1 = g2 = . . . =
gd = 0. Для многочленов общего положения
эта коразмерность конечна и равна числу
элементов мономиального базиса фактор-
алгебры K[Zd]/(g1, g2, . . . , gd).

Важную информацию об этом идеале
конечной коразмерности доставляют не
только число элементов мономиального базиса
фактор-алгебры, но и их расположение
относительно многогранника Ньютона.
Примеры вычисления мономиальных
базисов для простейших нетривиальных
многогранников Ньютона, приведенные в
работе [9], вдохновили автора на продолжение,
почти полвека спустя, исследований 1974 года
для важного частного случая симплициальных
многогранников Ньютона. Результаты этих
исследований были в 2022 году опубликованы
в моей статье [8] и переизлагаются на русском
языке в данной статье. Оказалось, что
в случае симплициального многогранника
Ньютона мономиальный базис можно
указать явно и доказать коэн-маколеевость
A(Γ) конструктивными манипуляциями
с мономами в духе техники "решения
кроссвордов" В. Арнольда, [1, Пример 9.6.]
и рассуждений статьи Б. Кайнда и П.
Клейншмитта 1979 года о коэн-маколеевости
колец Стенли-Рейснера симплициальных
комплексов, допускающих шеллинг [10].
Результаты статьи [10] переизложенны в
книге Р. Стенли [11]. Указав явно базис
фактор-алгебры многочленов Лорана от d
переменных по идеалу, порожденному d
многочленами с заданным многогранником
Ньютона мне, с многолетним запозданием,
наконец-то удалось выполнить пожелание
В. Арнольда по повышению наглядности
алгебраического доказательства теоремы о
числе решений системы полиномиальных
уравнений с заданным многогранником
Ньютона. Одновременное удалось улучшить
и формулировку теоремы, построив по
сверх-удобному многограннику Ньютона Γ и
его шеллингу sh так называемое шеллинг-
расширение Γsh многогранника Ньютона Γ,
см. графическую аннотацию в начале
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статьи и раздел 2.5. ниже. Шеллинг-
расширение является незамкнутым и, вообще
говоря, невыпуклым многогранником. Полу-
открытый многогранник Γsh составлен
из непересекающихся полу-открытых
параллелепипедов, объем каждого из которых
равен числу содержащихся в нем целых
точек. Поэтому мощность множества Bsh ∈
Γsh целых точек множества Γsh равна
объему Γsh, который равен d! × V olume(Γ).
Элементы множества Bsh, в общем случае,
и образуют мономиальный базис фактор-
алгебры K[Zd]/(g1, g2, . . . , gd). Замыкание
шеллинг-расширения от выбора шеллинга
не зависит, и является гомеоморфным
диску многогранником, вообще говоря,
невыпуклым, граница которого разбита на
плоские (d − 1)-мерные параллелепипеды.
Объему именно этого многогранника
Γsh и равно ожидаемое число решений
полиномиальной системы уравнений с
данным многогранником Ньютона.

1.3. Ассоциированные
градуированные кольца
фильтраций Арнольда-
Ньютона и кольца граней
Стенли-Рейснера

Идею нужных для доказательства коен-
маколеевости манипуляций мне удалось найти
в теории симплициальных комплексов. Если
многогранник Γ является симплициальным,
то ассоциированное градуированное кольцо
A(Γ), построенное по определенной
многогранником Γ фильтрации Ньютона-
Арнольда в пространстве многочленов Лорана
от нескольких переменных над полем K,
может рассматриваться как аналог так
называемого кольца граней симплициального
комплекса граней многогранника Γ. Кольца
граней были введены в 1974 году Р.
Стенли и Г. Рейснером [12] для изучения
комбинаторных свойств симплициальных
комплексов. Для комплекса граней сверх-
удобного (имеющего начало координат
внутренней точкой) симплициального
многогранника Ньютона Γ, кольцо Стенли-
Рейснера может быть отождествлено с
подкольцом в построенном по фильтрации
Ньютона ассоциированном градуированном
кольце A(Γ), порожденном мономами,
отвечающими вершинам Γ. В простейших
случаях подкольцо Стенли-Рейснера может
совпадать со всем кольцом A(Γ). Подобно
тому, как кольца Стенли-Рейснера связаны с f-
полиномами и h-полиномами симплициальных

комплексов, кольца вида A(Γ) связаны с
полиномами Эрхарта (Ehrhart polynomials)
целочисленных выпуклых многогранников,
но мы не будем затрагивать этот вопрос.
Полезные для работы с ассоциированными
градуированными кольцами манипуляции с
мономами мне удалось подсмотреть в статье
Б. Кайнда и П. Клейншмитта 1979 года о
коэн-маколеевости колец Стенли-Рейснера
симплициальных комплексов, допускающих
шеллинг [10]. Рассуждения Б. Кайнда и П.
Клейншмитта о симплициальных комплексах,
допускающих шеллинг, удается применить
для ассоциированных градуированных
колец, порожденных симплициальными
многогранниками Ньютона, поскольку
Брюггерсер и Мани в 1971 году доказали,
что комплекс граней любого выпуклого
многогранника допускает шеллинг [13].
Результаты этой оригинальной работы
переизложены во многих публикациях,
например, в [14]. Определение шеллинга
симплициального выпуклого многогранника
будет приведено ниже в разделе 1.

1.4. Направления дальнейшей
работы

1.4.1. Прямые обобщения результатов
настоящей работы на случай
обычных многочленов и
формальных рядов

Базисы, аналогичные построенному в
данной статье, с небольшими изменениями
конструкции и доказательства, могут быть
построены для обычных многочленов и
формальных рядов. И в этом случае явное
указание базиса более информативно, так как
единичный моном в K-алгебре многочленов
или формальных рядов фиксирован самой
постановкой задачи. Автор планирует
проработать и опубликовать эти обобщения.

1.4.2. Аппроксимация
несимплициального
многогранника Ньютона
симплициальными

Произвольный выпуклый многогранник с
целочисленными вершинами в пространстве
Rd можно аппроксимировать симплициаль-
ными многогранниками с рациональными
вершинами. Этот факт позволяет свести
вопрос о числе решений системы уравнений
с произвольным многогранником Ньютона
к вопросу о числе решений системы
уравений с симплициальным многогранником
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Ньютона и тем самым применить результаты
настоящей статьи для получения еще
одного доказательства формулы для числа
решений полиномиальной системы уравнений
с заданным произвольным (не только
симплициальным) многогранником Ньютона.

Автор планирует подготовить и
опубликовать строгое обоснование этого
рассуждения.

1.4.3. Явное построения базиса для
системы общего положения
с несимплициальным
многогранником Ньютона

Зависящую от шеллинга конструкцию
базиса можно обобщить на многогранник
Ньютона Γ, не являющийся симплициальным,
поскольку границу произвольного выпуклого
многогранника можно разбить на симплексы
так, что полученный симплициальный
комплекс будет допускать шеллинг sh.
Повторив конструкции настоящей статьи,
стартующие с фиксированного шеллинга
симплициального подразбиения Γ, мы
получим незамкнутый многогранник Γsh,
целые точки которого определяют некоторое
множество мономов B мощности d! ×
V olume(Γ). Есть основания предполагать,
что это множество для полиномов общего
положения окажется базисом фактор-алгебры
K[Zd]/(g1, g2, . . . , gd). В пользу этой гипотезы
говорит тот факт, что, как может быть
проверено, распределение ньютоновских
степеней этого множества совпадает с
найденным в работе [4] распределением
ньютоновских степеней мономов любого
мономиального базиса в K[Zd]/(g1, g2, . . . , gd).
Эту гипотезу в простейших примерах реально
было бы проверить с помощью систем
компьютерной алгебры. Автор планирует в
2025 году провести подобную проверку для
простейших трехмерных несимплициальных
многогранников Ньютона.

1.4.4. Разработка для систем
компьютерной алгебры модуля,
генерирующего построенный в
данной статье базис по шеллингу
симплициального сверх-удобного
многогранника

Автор не планирует заниматься этой задачей
самостоятельно или вместе со своими
студентами и сотрудниками.

1.4.5. Подготовка студенческих
практикумов для ознакомления с
системами выпуклой геометрии и
коммутативной алгебры

Проверка основного результата данной
статьи в двумерном и трехмерном случаях,
ввиду наглядности геометрических и
алгебраических объектов, фигурирующих
в основной теореме, может лечь в основу
студенческого практикума по знакомству с
современными компьютерными системами
выпуклой геометрии и коммутативной
алгебры. Разработка подобных практикумов
была начата в 2023 году в отделе учебной
информатики ФГУ ФНЦ НИИСИ РАН в
рамках госзадания по теме фундаментальных
исследований FNEF-2022-0010. Продолжение
разработки предусматривается провести в
2025 году.

1.4.6. Интересная нерешенная задача
явного построения мономиального
базиса якобиева идеала
типичного удобного формального
ряда или многочлена от d
переменных
с заданным симплициальным
многогранником Ньютона

В этом разделе мы придерживаемся
обозначений работы [4] и обозначаем
многогранник Ньютона формального ряда g
от d переменных через Γ−(g). Для многочлена
Лорана g с многогранником Ньютона Γ
якобиев идеал J , порожденный обычными
частными производными

J(g) = (
∂g

∂x1
,
∂g

∂x2
, . . . ,

∂g

∂xd
)

совпадает с идеалом Jtor, порожденным
"подправленными" частными производными

Jtor(g) = (x1
∂g

∂x1
, x2

∂g

∂x2
, . . . , xd

∂g

∂xd
)

которые мы назовем "торическими"
частными производными (любая торическая
производная любого монома пропорциональна
этому моному). Поэтому для многочлена
Лорана общего положения коразмерности
этих двух идеалов совпадают и равны d! ×
V olume(Γ(g)). Совпадают и мономиальные
базисы соответствующих фактор-колец. Для
формального ряда или многочлена g от
d переменных якобиев идеал очевидно
отличается от идеала, порожденного
торическими производными. При этом
для удобного (в смысле [4]) формального
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ряда g торические производные имеют тот
же многогранник Ньютона Γ−(g), что и
исходный ряд g, и потому для ряда g
общего положения коразмерность идеала
Jtor(g) дается простой формулой, аналогичной
по структуре формуле для коразмерности
якобиевого идеала многочлена Лорана

codimK(Jtor(g)) = d!× V olume(Γ−(g))

в то время как коразмерность обычного
якобиева идеала J(g) для ряда g общего
положения дается некоторой более сложной
комбинаторной знакопеременной формулой,
так называемой формулой Кушниренко
для числа Ньютона ν(Γ−), включающей
как объем Vd самого многогранника
Γ−, так и суммы объемов пересечений
этого многогранника со всевозможными
координатными подпространствами фиксиро-
ванной размерности

codimK(J(g)) = ν(Γ−) =

d!× Vd(Γ−)− (d− 1)!× Vd−1(Γ−) + . . .

+ (−1)d−1 × V1 + (−1)d

В. Арнольда беспокоила некоторая сложность
и неинтуитивность этой формулы и он
предложил задачу, которая стимулировала
бы изучение внутренней структуры этой
формулы. А именно, В. Арнольд предложил
доказать комбинаторно неубывание числа
Ньютона при расширении многогранника. В
опубликованном списке задач В. Арнольда
[15] данная задача датируется 1982 годом и
формулируется следующим образом:

Consider a Newton polyhedron ∆ ∈ Rn and
the number

µ(∆) = n!V − Σ(n− 1)!Vi +Σ(n− 2)!Vij − · · · ,

where V is the volume under ∆, Vi is the volume
under ∆ on the hyperplane xi = 0, Vij is the
volume under ∆ on the hyperplane xi = xj = 0,
and so on.
Then µ(∆) grows (non strictly monotonically)
as ∆ grows (whenever ∆ remains coconvex and
integer). There is no elementary proof even for
n = 2.

Решение этой задачи Арнольда для
размерности 3 были найдены в работе [16].
В 2020 году московский студент Ф. Селянин
анонсировал решение задачи В. Арнольда
в произвольной размерности [17]. Подход
Ф. Селянина основывался на предложенном
им представлении числа Ньютона в виде
суммы неотрицательных слагаемых. По
устному сообщению Ф. Селянина первая

версия этой статьи содержала пробелы и
неточности, которые исправлены в третьей,
радикально переработанной версии статьи
[17] (v3, 25 августа 2024, arXiv:2006.11795v3).
В этой статье дан критерий для проблемы
Арнольда в произвольной размерности,
приведено полное решение в размерности
4 и частичное решение в размерности 5,
использующие представление числа Ньютона
в виде суммы неотрицательных слагаемых,
которое в 2017 году предложил А. Стэплдон
(Alan Stapledon) в работе [19]. В 2022 году
решение задачи Арнольда для произвольной
размерности было анонсировано в работе
[20]. По устному сообщению Ф. Селянина,
как эта статья так и ее исправленная пятая
версия 2024 года [21] содержат серьезные
неточности. Поскольку число Ньютона
равно числу элементов мономиального базиса
фактора алгебры многочленов Лорана по
якобиеву идеалу многочлена Лорана общего
положения, в духе В.И. Арнольда был бы
следующий «материалистический» подход к
числу Ньютона:
- рассматривать это число как мощность
конечного множества, а именно мощность
некоторого построенного с помощью
многогранника Ньютона мономиального
базиса Якобиевого идеала;
- искать разбиение числа Ньютона на
положительные слагаемые путем построения с
помощью многогранника Ньютона разбиения
этого конечного множества на подмножества,
и
- доказывать монотонность числа Ньютона
при расширении многогранника, проверяя,
что монотонно растут построенные по
многограннику Ньютона подмножества
базисных мономов. Первым, имеющим
самостоятельный интерес, шагом этого
подхода, было бы решение задачи,
сформулированной в заголовке данного
подраздела: построение явного описания
мономиального базиса якобиевого идеала
удобного степенного ряда или многочлена
f от d переменных, невырожденного
относительно своего многогранника
Ньютона.

1.5. Определения и обозначения,
не использующие шеллинг
многогранника Ньютона

Отмеченные знаком • объекты, обозначения,
определения и соглашения, введенные в
данном и следующих разделах, будут
действовать до конца статьи и не будут
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переопределяться.

• d >= 2 – размерность.

• K - поле характеристики 0.

• Все рассматриваемые в статье кольца
являются K-алгебрами, поэтому мы
будем считать термины K-алгебра,
алгебра, кольцо синонимами.

• Rd - векторное пространство над R
строк вида (y1, y2, . . . , yd), снабженное
обычной топологией. Фиксируем на этом
пространстве координаты y1, y2, . . . , yd и
назовем их y-координатами. Нам будет
удобно, в зависимости от контекста,
называть элементы Rd точками или
векторами. Назовем целой точку Rd, все
y-координаты которой являются целыми
числами.

• V olume – неориентированный объем в
Rd, нормированный условием: объем
единичного куба в y-координатах равен
1.

• Пусть X и Y - два множества в
Rd. Назовем их суммой Минковского
множество, определяемое формулой

X ⊕ Y =
⋃

x∈X, y∈Y

(x+ y)

Аналогично определяется сумма
Минковского конечного числа множеств.
Если Y представляет собой одноточечное
множество {y}, состоящее из одного
элемента y, то допуская вольность
обозначений, будем вместо X⊕{y} писать
просто X ⊕ y.

• Zd – вложенная в Rd коммутативная
группа целых точек, то есть строк длины
d c целыми компонентами.

• Мы будем рассматривать различные
подполугруппы группы Zd. Как
включающие, так и не включающие
начало координат. Наиболее
важным для данной работы примером
подполугруппы без нейтрального
элемента может служить множество
строк целых чисел, в которых первые
r компонент положительны, а остальные
неотрицательны.

• Пусть G ⊂ Zd - подполугруппа в
Zd. Будем обозначать через K[G]
полугрупповую алгебру функций на
G со значениями в K, принимающих
ненулевые значения лишь в конечном

числе точек. Умножение в этой алгебре -
свертка функций. В частности, мы будем
обозначать K[Zd] групповую алгебру
группы Zd над полем K. Удобно
говорить об этой алгебре, как об алгебре
многочленов Лорана от переменных
x1, x2, . . . , xd над полем K с операциями
сложение и умножение многочленов.

• Старшегрань – грань старшей
размерности на границе любого
выпуклого многогранника (англ. facet) 1

Старшеграни d-мерного многогранника
имеют размерность d − 1 и являются
замкнутыми множествами в Rd.

• Выпуклый многогранник называется
целочисленным, если все его
вершины имеют целые y-координаты
и симплициальным, если все его
старшеграни являются симплексами.

• Многогранник в Rd назовем сверх-
удобным, если он выпуклый и
содержит некоторую окрестность
начала координат. Сверх-удобный
многогранник имеет размерность d,
а его граница покрыта гранями
размерности d − 1. Очевидно, что
каждый луч, исходящий из начала
координат, пересекает границу сверх-
удобного многогранника ровно в одной
точке. Свойство сверх-удобности
многогранника не сохраняется при
параллельных переносах.

• Γ - сверх-удобный симплициальный
многогранник в Rd с целыми вершинами.
Этот многогранник будет фиксирован
до конца настоящей статьи. Через ∂Γ
обозначим границу многогранника Γ.

• N – число старшеграней
многогранника Γ

• L – число вершин многогранника Γ

• В данной статье мы будем обозначать

- старшегрань, участвующую в текущем
рассуждении, как ∆
- старшеграни, определенные выбранным
ниже шеллингом, как ∆1,∆2, . . . ,∆N

- вершины, участвующие в текущем
рассуждении, как v, v1, . . . vd

• Для любой старшеграни ∆ сверх-
удобного многогранника Γ вектора
вершин v1, . . . vd этой старшеграни
линейно независимы. Обозначим через
Cone(∆) рациональный симплициальный
конус с образующими v1, . . . vd, то

1В русском иногда используют сокращение гипергрань, от которого мы решили отказаться в пользу введенного
нами нового термина старшегрань.
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есть множество всевозможных линейных
комбинаций векторов v1, v2, . . . , vd
с неотрицательными вещественными
коэффициентами. Из сверх-удобности
многогранника вытекает, что каждый
конус Cone(∆) является собственным, то
есть не содержит никакого одномерного
векторного подпространства Rd.

• На каждом симплициальном конусе
Cone(∆) введем систему координат для
работы с объектами, принадлежащими
этими конусу. Поскольку векторы
вершин грани v1, v2, . . . , vd образуют
базис в Rd, существуют линейные
функции c1, c2, . . . , cd на Rd,
удовлетворяющие условиям ci(vj) = δij
(символ Кронекера). Эти функции будем
называть c-координатами на конусе
Cone(∆). Для точки p ∈ Cone(∆)
положим C(p) = (c1(p), c2(p), . . . , cd(p)).

• Полугруппой вершин V (∆) старшеграни
∆ назовем множество всевозможных
линейных комбинаций вершин
v1, v2, . . . , vd с неотрицательными целыми
коэффициентами. Это множество
совпадает с множеством точек конуса
Cone(∆) с неотрицательными целыми c-
координатами, поэтому эта полугруппа
изоморфна свободной коммутативной
аддитивной полугруппе строк длины d,
составленных из неотрицательных целых
чисел.

• Полной полугруппой A(∆) старшеграни
∆ назовем множество точек конуса
Cone(∆) c целыми y-координатами.
Поскольку образующие полугруппы
вершин V (∆) имеют целые у-
координаты, все элементы полугруппы
вершин имеют целые у-координаты, то
есть V (∆) ⊆ A(∆);

• Сдвигом точки p ∈ Cone(∆) на элемент
g ∈ V (∆) назовем точку p + g ∈
Cone(∆). Очевидно, что при g1 ̸= g2
сдвиги любой точки p ∈ Cone(∆) на
g1 и g2 не совпадают. Орбитой точки
p ∈ Cone(∆) под действием полугруппы
вершин V (∆) назовем множество всех
сдвигов этой точки:

⋃
g∈V (p + g).

Полная полугруппа старшеграни A(∆)
инвариантна относительно сдвигов на
элементы полугруппы вершин, то есть
орбита любой точки p ∈ A(∆) под
действием полугруппы вершин лежит в
A(∆).

• Число точек в конечном множестве X
будем обозначать #X.

1.6. К-алгебра многочленов
Лорана

Назовем мономом от формальных переменных
x1, x2, . . . , xd выражение вида xn =
xn1
1 xn2

2 . . . xnd

d , где n ∈ Zd. Будем
говорить, что моном xn соответствует точке
n группы /Zd. Показателем степени
монома xn = xn1

1 xn2
2 . . . xnd

d будем называть
вектор-строку Log(xn) = (n1, n2, . . . , nd) ∈
Zd. Очевидно, что для монома m =
xn cправедливо тождество m = xLog(m).
Моном с нулевым показателем степени
будем называть единичным. Одночленом
назовем формальное произведение скаляра
из поля K на моном. Одночлен называется
нулевым, если скаляр равен нулю. Ненулевым
многочленом Лорана назовем непустую
сумму ненулевых одночленов. Нулевым
многочленом Лорана назовем сумму пустого
множества одночленов и будем обозначать
этот многочлен тем же символом, что и
нулевой элемент поля K. Каждый многочлен
Лорана задает функцию на Zd со значениями
в K, принимающую лишь конечное
число ненулевых значений. Умножению
многочленов Лорана соответствует свертка
финитных функций на группе Zd. Таким
образом, многочлены Лорана могут
рассматриваться как групповая K-алгебра
K[Zd] группы Zd. Кроме группы Zd,
мы будем рассматривать подполугруппы
в Zd, в том числе подполугруппы без
нейтрального элемента. Мы будем
рассматривать полугрупповые K-алгебры
таких полугрупп. Их элементы также
будем называть многочленами Лорана. Если
подполугруппа P ⊂ Zd не содержит точку
0, то есть не имеет нейтрального элемента,
то операция умножение в K-алгебре K[P ]
не будет иметь нейтрального элемента.
Термины моном, показатель степени и
одночлен для полугрупповых K-алгебр
определяются аналогично. В частности,
термин моном всегда будет пониматься как
моном от фиксированного набора формальных
переменных x1, x2, . . . , xd.

Носителем supp(f) ненулевого многочлена
Лорана f будем называть множество
показателей степени входящих в него
ненулевых мономов. Иногда многочлен
Лорана определяют как конечную сумму
произвольных одночленов, в этом случае
носителем нужно называть множество
мономов, входящих в такую сумму с
ненулевым коэффициентом:

supp(
∑
n∈Zd

λnx
n) = {n ∈ Zd : λn ̸= 0}
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Носитель нулевого элемента кольца
многочленов Лорана будем считать
неопределенным.

1.7. Набросок алгоритма
построения мономиального
базиса фактор-алгебры
K[Zd]/(g1, g2, . . . , gd) и
формулировка основной
теоремы

Для простоты, в данной статье мы
ограничиваемся построением базиса для таких
симплициальных многогранников, которые
содержат некоторую окрестность начала
координат (мы назоваем такие многогранники
сверх-удобными). Множество мономов базиса
строится как объединение непересекающихся
групп мономов, отвечающих старшеграням
многогранника Γ. Мы определяем
не один единственный базис, а целое
семейство базисов, каждый из которых
строится по так называемому шеллингу
выпуклого симплициального многогранника Γ.
Шеллингом симплициалmного многогранника
Γ называется упорядочение старшеграней
многогранника

sh = (∆1,∆2, . . . ,∆N )

удовлетворяющее некоторым условиям.
Эти условия мы сформулируем ниже для
симплициальных многогранников. Из этих
условий вытекает, в частности геометрически
наглядное свойство последовательности sh, а
именно, при i ∈ [1, N − 1] объединение первых
i старшеграней шеллинга гомеоморфно диску.

1.7.1. Шеллинг-расширение Γsh

сверх-удобного многогранника
Ньютона Γ

Для каждой старшеграни ∆ ∈ ∂Γ сверх-
удобного многогранника Ньютона Γ построим
d отрезков, соединяющих начало координат
с вершинами старшеграни и выкинем из
каждого отрезка одну из двух концевых точек.
Возьмем сумму Минковского получившихся d
полуинтервалов.

Это множество точек является полу-
открытым параллелепипедом в смысле
определения (5) раздела 2.4. ниже.

Для каждой старшеграни такой
параллелепипед можно построить 2d

способами. Мы хотели бы для каждой
старшеграни выбрать один из этих способов
так, чтобы построенные N полу-открытых
параллелепипедов не пересекались попарно.

Из существования шеллинга sh любого
выпуклого многогранника, доказанного в
1971 году Брюггерсером и Мани, вытекает,
что такой выбор действительно можно
сделать. Мы доказываем, что для
любого шеллинга sh симплициального сверх-
удобного многогранника Γ полу-открытые
параллелепипеды старшеграней можно
индуктивно выбирать так, что они не будут
пересекаться, и их объединение - незамкнутый,
и как правило, невыпуклый многогранник,
который мы будем обозначать Γsh - будет
покрывать внутренность Γ. Известно [22]
- и мы повторим это доказательство ниже
в разделе 2.4.1. - что число целых точек
в любом целочисленном полу-открытом
параллелепипеде равно его объему. Поэтому
объем построенного незамкнутого d-мерного
многогранника Γsh окажется равным d! ×
V olume(Γ), а число целых точек в Γsh будет
равно его объему:

d!× V olume(Γ) = V olume(Γsh) = #(Γsh ∩ Zd)

Теорема (Основная теорема). Фиксируем
сверх-удобный симплициальный многогранник
Ньютона Γ и шеллинг sh этого
многогранника. Тогда для многочленов Лорана
g1, g2, . . . , gd общего положения с носителями
в множестве Γ в качестве мономиального
базиса фактор-алгебры K[Zd]/(g1, g2, . . . , gd)
можно взять множество Bsh всех
мономов, показатели степени которых
принадлежит объединению всех полу-
открытых параллелепипедов, из которых
составлен Γsh.

Тем самым мы получаем новую формулировку
и новое доказательство теоремы Кушниренко
о числе решений несмешанной системы
многочленов Лорана с симплициальным
многогранником Ньютона.

Заметим, что в нашей конструкции базиса
есть довольно большой произвол. Во-
первых, базис зависит от выбора шеллинга, а
шеллингов у выпуклого многогранника много.
Во-вторых, при умножения всех образующих
идеала (g1, g2, . . . , gd) на моном идеал не
меняется, однако многогранник Γ смещается
в Rd на целочисленный вектор. Поэтому в
качестве начала координат можно выбрать
любую целую точку внутри многогранника
после чего наши конструкции дадут на выходе
другую фильтрацию Ньютона и другой базис,
так как наша конструкция "отбирает" в
базис мономы, минимизируя их ньютоновские
степени, которые зависят от выбора начала
координат.
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Впрочем, вторая неоднозначность исчезнет
при переходе от многочленов Лорана к
обычным многочленам или формальным
рядам.

2. Шеллинг сверх-удобного
целочисленного симпли-
циального многогранника
и определяемые им
объекты

2.1. Определение шеллинга
В работе [13] 1971 года было дано определение
шеллинга выпуклого многогранника и
доказано, что для любого выпуклого
многогранника шеллинг существует.
Шеллингом называется линейное упорядочение
всех старшеграней многогранника, удовлетво-
ряющее некоторым условиям. У заданного
многогранника существует много шеллингов.
Известно, в частности, что начальную и
конечную старшеграни шеллинга можно
выбрать произвольно. Нам понадобится
определение шеллинга только для выпуклых
симплициальных многогранников.

Определение 1. Шеллингом симплициаль-
ного многогранника Γ называется упорядочение
(нумерация) всех старшеграней ∆1,∆2, . . . ,∆N

многогранника Γ, удовлетворяющее
следующему условию: для любого i >= 2
пересечение старшеграни ∆i c объединением
старшеграней ∆1 ∪ ∆2, . . . ∪ ∆i−1 является
объединением некоторого ненулевого числа r
подграней коразмерности один старшеграни
∆i.

Фиксируем до конца настоящей статьи
шеллинг sh выпуклого симплициального
сверх-удобного d-мерного многогранника
Ньютона Γ:

sh = (∆1,∆2, . . . ,∆N ) (1)

Ниже ∆1,∆2, . . . ,∆N будут всегда означать
элементы именно этого фиксированного
шеллинга. Мы будем называть ∆1 начальной
старшегранью шеллинга, а остальные
старшеграни будем называть типовыми
старшегранями шеллинга.

В этой статье мы передоказываем
один известный комбинаторныя результат
(подраздел 3.5., свойство Дэна-Соммервилля
ряда Пуанкаре, построенного по градуировке
Ньютона). Для его доказательства нам
понадобятся а) свойство "обратимости"

шеллинга выпуклого симплициального
многогранника и б) утверждение о
"дополнительности" пересечений любой
старшеграни многогранника Ньютона с
предшествующими гранями прямого и
обратного шеллингов.

Утверждение 1. Пусть

sh = (∆1,∆2, . . . ,∆N ) (2)

шеллинг выпуклого симплициального
многогранника Γ и

sh = (∆N , . . . ,∆2,∆1) (3)

упорядочение старшеграней в обратном
порядке. Тогда sh также является
шеллингом.

Доказательство этого утверждения можно
найти в [23, lemma 8.10.]. Назовем шеллинги
sh и sh взаимно обратными.

Утверждение 2. Пусть (2) и (3) два
взаимно обратных шеллинга.
Тогда для 1 < i < N каждая подгрань
коразмерности один старшеграни ∆i

принадлежит ровно одному из пересечений

∆i ∩ (∆1 ∪∆2, . . . ∪∆i−1) (4)

или

∆i ∩ (∆N ∪∆N−1, . . . ∪∆i+1) (5)

фигурирующих в определениях прямого и
обратного шеллингов.

Доказательство. Для i ∈ [2, N − 1]
отличные от ∆i старшеграни многогранника Γ
разбиваются на два непустые последователь-
ности:
- элементы шеллинга sh, которые
предшествуют старшеграни ∆i

(∆1,∆2, . . . ,∆i−1) (6)

и элементы обратного шеллинга sh, которые
предшествуют старшеграни ∆i

(∆N ,∆N−1, . . . ,∆i+1) (7)

Каждая грань размерности d − 2 любого
выпуклого d-мерного многогранника
принадлежит ровно двум старшеграням этого
многогранника. Поэтому любая подгрань
δ коразмерности один старшеграни ∆i

многогранника Γ должна к принадлежать
границе ровно еще одной старшеграни
многогранника, отличной от ∆i. Эта
вторая старшегрань входит либо в
последовательность (6) либо в последователь-
ность (7). В первом случае подгрань δ входит
в пересечение (4), во втором случае подгрань
δ входит в пересечение (5).
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2.2. Покрытие и разбиение
границы симплициального
выпуклого многогранника,
определяемые шеллингом

Конструкция шеллинга симплициального
многогранника фактически относится не
к самому многограннику, а к структуре
симплициального комплекса на его
границе, возникающей при симплициальной
триангуляции границы многогранника. Как
подмножество линейного топологического
пространства Rd, граница ∂Γ многогранника
Γ покрывается замкнутыми выпуклыми
старшегранями:

∂Γ = ∆1 ∪∆2 ∪ . . . ∪∆N (8)

Существование шеллинга позволяет
построить возрастающую последовательность
составленных из старшеграней подмножеств
границы многогранника: ∅ = S0 ⊂ S1 ⊂
S2 ⊂ . . . ⊂ SN = ∂Γ (S от слова Shelling),
в которой каждое подмножество, кроме
последнего, гомеоморфно (d − 1)-диску, а
последнее гомеоморфно (d − 1)-мерной сфере.
Эта последовательность строится так:

S1 = ∆1

S2 = ∆1 ∪∆2

S3 = ∆1 ∪∆2 ∪∆3

. . . . . . . . .

SN = (∆1 ∪∆2 ∪ . . . ∪∆N )

(9)

Мы назовем замкнутые триангулированные
множества S1, S2, . . . , SN подкомплексами.
Теоретико-множественная разность Si\Si−1

соседних подкомплексов этой последователь-
ности для i = 1, 2, . . . , N принадлежит
старшеграни ∆i, поэтому мы назовем эту
разность sh-старшегранью и обозначим ∆sh

i .
Мы будем называть ∆sh

1 начальной sh-
старшегранью. Начальная sh-старшегрань
совпадает со старшегранью ∆1 и является
замкнутым подмножеством в Rd. Остальные
sh-старшеграни, то есть ∆sh

i при i ≥ 2 будем
называть типовыми. Типовая sh-старшегрань
∆sh

i является собственным подмножеством
старшеграни ∆i и, согласно определению
шеллинга, получается выбрасыванием из
старшеграни ∆i ненулевого количества r ee
подграней коразмерности один. Любая из
типовых sh-старшеграней ∆sh

i не замкнута
в Rd и является разностью двух замкнутых
множеств, выпуклого d−1-мерного множества
∆i и некоторого непустого (d − 2)-мерного
множества, лежащего на границе ∆i.
Легко видеть, и мы проверим это ниже,

что любая sh-старшегрань выпукла. Из
определения sh-старшеграней вытекает, что
они попарно не пересекаются и что sh-
старшеграни ∆sh

1 ,∆sh
2 , . . . ,∆sh

i , образуют
разбиение подкомплекса Si. Поэтому, для
i ≥ 2 подкомплекс Si есть дизъюнктное
объединение подкомплекса Si−1 и sh-
старшеграни ∆sh

i .

S1 = ∆sh
1

S2 = S1 ∪∆sh
2 = ∆sh

1 ∪∆sh
2

S3 = S2 ∪∆sh
3 = ∆sh

1 ∪∆sh
2 ∪∆sh

3

. . . . . . . . .

Si = Si−1 ∪∆sh
i = (∆sh

1 ∪∆sh
2 ∪ . . . ∪∆sh

i )

. . . . . . . . .

SN = SN−1 ∪∆sh
N = (∆sh

1 ∪∆sh
2 ∪ . . . ∪∆sh

N )

(10)

Правые части формул (10) дают разбиение
подкомплексов S1, S2, . . . , SN на sh-
старшеграни. В частности, на sh-старшеграни
разбивается граница многогранника:

∂Γ = (∆sh
1 ∪∆sh

2 ∪ . . . ∪∆sh
N ) (11)

Граница выпуклого многогранника Γ
гомеоморфна (d − 1)-мерной сфере. Из
определения (1) шеллинга симплициального
многогранника нетрудно вывести, что
для любого i < N подкомплекс
Si = (∆sh

1 ∪ ∆sh
2 ∪ . . . ∪ ∆sh

i )
является многогранной гиперповерхностью,
гомеоморфной замкнутому d − 1-мерному
диску (см. [13]).

2.3. Покрытия и разбиения
Rd и Zd, определяемые
шеллингом

Напомним, что в разделе 1.5. с каждой
старшегранью ∆ ⊂ ∂(Γ) мы связали
следующие объекты, принадлежащие Rd или
Zd.

• Cone(∆) – конус грани ∆: объединение
всех замкнутых лучей, исходящих
из начала координат и проходящих
через некоторую точку грани ∆.
Множество Cone(∆) замкнуто в
Rd и в силу выпуклости грани ∆
является полугруппой по сложению с
нейтральным элементом 0 ∈ Rd.

• A(∆) – полугруппа с нейтральным
элементом 0, состоящая изо всех целых
точек конуса Cone(∆). Мы называем
подполугруппу A(∆) полной полугруппой
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старшеграни. Полугрупповую K-
алгебру K[A(∆)] будем называть полной
алгеброй старшеграни.

• V (∆) – подполугруппа с нейтральным
элементом в A(∆), порожденная всеми
вершинами v1, v2, . . . , vd старшеграни ∆.
Полугруппа V (∆) порождена вершинами
старшеграни свободно. Эту полугруппу
мы называем полугруппой вершин
старшеграни ∆. Полугрупповую
K-алгебру K[V (∆)] будем называть
алгеброй вершин старшеграни ∆. Эта K-
алгебра изоморфна алгебре многочленов
от d независимых переменных.
Поскольку полугруппа вершин любой
старшеграни ∆ является подполугруппой
полной полугруппы A(∆), полная
алгебра K[A(∆)] любой старшеграни ∆
является является модулем над алгеброй
вершин K[V (∆)] этой старшеграни.
Легко видеть, и мы проверим это ниже,
что этот модуль конечно порожден и
свободно порожден.

Ввиду сверх-удобности многогранника Γ
коммутативные группы Rd и Zd допускают
покрытия полугруппами с нейтральным
элементом

Rd = Cone(∆1)∪Cone(∆2)∪ . . .∪Cone(∆N ) (12)

Zd = A(∆1) ∪A(∆2) ∪ . . . ∪A(∆N )

Пользуясь свойствами шеллинга (1) из
определения (1) построим по этим покрытиям
разбиения Rd и Zd на подполугруппы,
которые, за одним исключением, не имеют
нейтрального элемента. Для i > 1
определим подмножество Cshi ⊂ Cone(∆i)
и подмножество Ashi ⊂ A(∆i) равенствами

Cshi = Cone(∆i) \ (Cone(∆1) · · · ∪ Cone(∆i−1))
(13)

Ashi = A(∆i) \ (A(∆1) ∪ · · · ∪A(∆i−1)) (14)

Поскольку конус Cone(∆1) содержит начало
координат, при i > 1 множества Cshi и
Ashi начала координат не содержат. Ниже
мы проверим, что при i > 1 множества
Cshi и Ashi являются полугруппами без
нейтрального элемента. Отсюда следует,
что для i > 1 определена полугрупповая
алгебра K[Ashi] без мультипликативного
нейтрального элемента. Легко видеть, и
мы проверим это ниже, что прибавление
элемента полугруппы вершин старшеграни
∆i к элементу полугруппы Ashi не выводит
за пределы этой полугруппы, поэтому
полугрупповая алгебра K[Ashi] является
модулем над алгеброй вершин K[V (∆i)]
старшеграни ∆i. Мы докажем ниже, что

этот модуль конечно порожден и свободно
порожден.

Для единообразия обозначений положим
Csh1 = Cone(∆1) и Ashi = A(∆1). Для i ∈
[1, N ] мы будем называть множества Cshi sh-
конусами, а множества Ashi sh-полугруппами.
Из определений (13) и (14) вытекает

Утверждение 3. Rd допускает разбиение на
sh-конуса и Zd допускает разбиение на sh-
полугруппы :

Rd = Csh1 ∪ Csh2 ∪ . . . ∪ CshN (15)

Zd = Ash1 ∪Ash2 ∪ . . . ∪AshN (16)

Очевидно, что для любого i ∈ [1, N ] множество
Ashi есть не что иное, как подмножество
целых точек множества Cshi:

Ashi = Zd ∩ Cshi (17)

2.4. Полу-открытые
параллелепипеды и
множества их целых точек,
как фундаментальные
области действий полугрупп
вершин на sh-конусах и sh-
полугруппах

Две системы координат на конусе
Cone(∆). Характеризация полугрупп
A(∆) и V (∆). На всем пространстве Rd есть
глобальная система координат y1, . . . , yd. Мы
называем эти координаты y-координатами.
Напомним, что в разделе 1.5. для каждой
старшеграни ∆ мы ввели в Rd дополнительную
систему c-координат для работы с объектами,
принадлежащими конусу Cone(∆).

Утверждение 4. В c-координатах:

- множество Cone(∆) является
замкнутым ортантом точек с
неотрицательными c-координатами,

- грань ∆ представляет собой множество
точек, у которых сумма всех c-
координат равна 1 и все c-координаты
неотрицательны,

- конус с вершиной в начале координат
и основанием, равным старшеграни ∆,
представляет собой множество точек,
у которых сумма всех c-координат
меньше или равна 1 и все c-координаты
неотрицательны,

- для любой вершины v старшеграни
∆ одна из c-координат равна 1, а
остальные c-координаты равны 0.

Доказательство очевидно.
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Определение 2. Гранью конуса Cone(∆)
назовем подмножество конуса, на котором
фиксированный набор из r c-координат
обращается в ноль. Грань называется
собственной, если 1 ≤ r.

В разделе 6. нам понадобится следующее
очевидное утверждение.

Утверждение 5. Пусть F некоторая
собственная грань конуса Cone(∆) и a, b две
точки конуса. Если (a + b) ∈ F , то a ∈ F и
b ∈ F .

Доказательство. Без ограничения общности
можно считать, что грань F задается
приравниванием нулю первых r c-координат

F = {x ∈ Cone(∆) : c1(x) = c2(x) = . . . = cr(x)}

Поскольку каждая из этих координат ci
линейна и на конусе Cone(∆) принимает
неотрицательные значения из равенства ci(a+
b) = ci(a) + ci(b) = 0 вытекает ci(a) = 0 и
ci(b) = 0 то есть c1(a) = c2(a) = . . . = cr(a) = 0
и c1(b) = c2(b) = . . . = cr(b) = 0.

Поскольку предполагается, что многогран-
ник Γ целочисленный, у-координаты любой
его вершины, и, в частности, любой вершины
грани ∆, являются целыми числами. Поэтому

- полная полугруппа A(∆) старшеграни
∆ есть ни что иное, как множество
точек конуса Cone(∆) с целыми у-
координатами,

- полугруппа вершин V (∆) есть ни что
иное, как множество точек конуса
Cone(∆) с неотрицательными целыми
c-координатами. Поскольку образующие
полугруппы вершин V (∆) имеют целые
у-координаты, все элементы полугруппы
вершин имеют целые у-координаты, то
есть V (∆) ⊆ A(∆).

Определение 3. Будем говорить, что
подполугруппа V (∆) полугруппы Cone(∆)
действует на множестве X ⊆ Cone(∆),
если для любой точки x ∈ X и любого
элемента g ∈ V (∆) сумма x+g принадлежит
X. Эту сумму назовем сдвигом точки x
на вектор g ∈ V (∆). Сдвигом множества
X0 ⊆ X на вектор g ∈ V (∆) назовем сумму
Минковского X0 ⊕ g. Множество X0 ⊆ X
назовем фундаментальной областью
действия полугруппы на X, если любой
элемент x ∈ X однозначно представляется
в виде сдвига некоторой точки x0 ∈ X0 на
некоторый элемент g0 ∈ V (∆). Другими

словами, если сдвиги множества X0 на
всевозможные элементы V (∆) образуют
разбиение множества X:

X =
⋃

g∈V (∆)

(X0 ⊕ g)

Орбитой точки p ∈ Cone(∆) под действием
полугруппы вершин V (∆) назовем множество
всех сдвигов этой точки на элементы
полугруппы вершин:

⋃
g∈V (p + g). Орбита

точки p может быть представлена как
p ⊕ V (∆), то есть как сумма Минковского
одноточечного множества {p} и полугруппы
вершин V (∆).

Замечание 1. Это определение будет
применяться исключительно в двух похожих
ситуациях. Во-первых, это определение
будет применяться к множеству Cone(∆1)
всех точек конуса начальной старшеграни ∆1

и к дискретному множеству A(∆1) целых
точек этого конуса, которые мы назвали
полной полугруппой старшеграни ∆1. Во-
вторых, это определение будет применяться
к множеству Cshi всех точек sh-конуса
некоторой типовой старшеграни ∆i и к
дискретному множеству Ashi целых точек
этого sh-конуса. Заметим, что во всех
рассматриваемых ситуациях сдвиги любой
точки p ∈ Cone(∆) на разные векторы
g1, g2 ∈ V (∆) не совпадают, поэтому для
любой точки p ∈ Cone(∆) отображение
V (∆) → Cone(∆) заданное формулой g 7→
(p+ g), является инъекцией.

Ниже нам понадобятся две функции R → Z
для округления вещественного числа x:

floor(x) = max{n ∈ Z : n ≤ x}
ceil(x) = min{n ∈ Z : n ≥ x}

(18)

2.4.1. Фундаментальная область
действия полугруппы вершин на
конусе начальной старшеграни и
ее полной полугруппе

Пусть ∆ некоторая старшегрань многогранника
Γ, например, начальная старшегрань ∆1

шеллинга sh. Очевидно, что полугруппа
V (∆) действует на множестве Cone(∆),
а также действует на A(∆). Иными
словами, добавление вектора с целыми
неотрицательными c-координатами не
выводит за пределы конуса Cone(∆) или
за пределы полугруппы A(∆), состоящей
из точек конуса Cone(∆) с целыми y-
координатами.
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Рассмотрим произвольную точку p ∈
Cone(∆). Обозначим через C(p) вектор c-
координат этой точки. Обозначим через
floor(p) вектор с c-координатами

floor(c1(p)), f loor(c2(p)), . . . f loor(cd(p))

Все координаты вектора floor(p) являются
неотрицательными целыми числами.
Разложим вектор C(p) c-координат точки p
в сумму двух слагаемых:

C(p) = (C(p)− floor(p)) + floor(p) (19)

Второе слагаемое этой суммы принадлежит
полугруппе вершин V (∆), а каждая c-
координата первого слагаемого принадлежат
интервалу [0, 1). Это означает, что при
действии полугруппы вершин V (∆) на конусе
Cone(∆) любая точка представима как
сумма точки с нулевыми целыми частями c-
координат и точки с целыми c-координатами.
Достаточно очевидно, что такое представление
единственно. Тем самым мы доказали
следующее утверждение.

Утверждение 6. Фундаментальной
областью действия полугруппы вершин
старшеграни ∆ на конусе Cone(∆) является
ограниченное подмножество конуса Cone(∆),
определяемое двойными неравенствами:

Π(∆) = {p ∈ Cone(∆) :


0 ≤ c1(p) < 1
0 ≤ c2(p) < 1
. . .
0 ≤ cd(p) < 1

}

(20)

Геометрически утверждение 6 означает,
что весь конус Cone(∆) "замащивается"
непересекающимися сдвигами целочисленного
полу-открытого параллелепипеда Π(∆) на
вектора полугруппы вершин V (∆):

Cone(∆) =
⋃

v∈V (∆)

Π(∆)⊕ v (21)

Приведенное утверждение и его доказательство
общеизвестны, см., например, [22]. Множество
Π(∆) называют фундаментальным полу-
открытым параллелепипедом (англ.
fundamental half-open parallelepiped).

Ниже будет дано более общее
определение целочисленного полу-открытого
параллелепипеда. Замыкание фундаменталь-
ного полу-открытого параллелепипеда
старшеграни ∆ назовем параллелепипедом
старшеграни и обозначим Π(∆).

Аналогичное утверждение верно для
множества целых точек конуса Cone(∆).

Действительно, обозначим через B(∆)
множество целых точек фундаментального
полу-открытого параллелепипеда Π(∆) :
B(∆) = Π(∆) ∩ Zd

Из формулы (20) вытекает, что множество
B(∆) задается двойными неравенствами:

B(∆) = {n ∈ A(∆) :


0 ≤ c1(n) < 1
0 ≤ c2(n) < 1
. . .
0 ≤ cd(n) < 1

}

(22)

Определение 4. Назовем множество B(∆)
базисом полугруппы A(∆). Это множество
конечно.

Утверждение 7. Множество B(∆)
является фундаментальной областью
действия полугруппы вершин старшеграни
грани ∆ на полной полугруппе старшеграни
А(∆), то есть

A(∆) =
⋃

v∈V (∆)

B(∆)⊕ v (23)

Доказательство. Пусть p произвольная
точка A(∆). По формуле (19) точка
p есть сумма двух слагаемых, первое
из которых принадлежит B(∆), второе
имеет целочисленные c-координаты, то есть
принадлежит V (∆). Легко видеть, что это
представление единственно.

Тот факт, что множество B(∆)
является фундаментальной областью можно
переформулировать следующим образом.

Утверждение 8. Сдвиги множества V (∆)
на элементы множества B(∆) попарно не
пересекаются и их объединение дает A(∆):

A(∆) =
⋃

b∈B(∆)

V (∆)⊕ b (24)

Утверждение 8 может быть переформулировано
в терминах конечно порожденных модулей.

Утверждение 9. Как модуль над
алгеброй K[V (∆)] алгебра K[A(∆)] свободно
порождена мономами, отвечающими точкам
множества B(∆).

Доказательство. Для старшеграни ∆
и точки b ∈ B(∆) обозначим через Mb

подмодуль, состоящий из конечных линейных
комбинаций мономов в A(∆) вида xbxv, где
v ∈ V (∆), то есть подмодуль, свободно
порожденный элементом xb. Cогласно
утверждению 8, A(∆) =

⋃
b∈B(∆){b} ⊕ V (∆) и
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значит аддитивная группа K-алгебры K[A(∆)]
есть прямая сумма всех таких подмодулей:

K[A(∆)] =
⊕

b∈B(∆)

Mb

Напомним, что число точек в конечном
множестве B мы обозначаем #B.

Утверждение 10. Число целых точек
в фундаментальном полу-открытом
параллелепипедe Π(∆) равно его объему, то
есть

#B(∆) = V olume(Π(∆)) (25)

Равенство (25) общеизвестно, см. например
[22]. Тем не менее для полноты приведем

Набросок доказательства. Обозначим
через kΠ(∆) растянутый в натуральное число
k раз относительно начала координат полу-
открытый параллелепипед Π(∆). Этот
растянутый полу-открытый параллелепипед
kΠ(∆) задается двойными неравенствами

kΠ(∆) = {p ∈ Cone(∆) :


0 ≤ c1(p) < k
0 ≤ c2(p) < k
. . .
0 ≤ cd(p) < k

}

(26)
и может быть получен объединением
непересекающихся сдвигов исходного полу-
параллелепипеда на элементы множества
X, состоящего из kd целочисленных
векторов, каждая c-координата которых
есть неотрицательное целое число, меньшее
k. Аналогично, множество целых точек в
kΠ(∆) может быть получено объединением
непересекающихся сдвигов множества B(∆)
на то же самое множество X целочисленных
векторов, поэтому

V olume(kΠ(∆)) = V olume(Π(∆))× kd

и

#(kΠ(∆) ∩A(∆)) = #B(∆)× kd (27)

При k → ∞ число целых точек в растянутом
полу-открытом параллелепипеде будет равно
его объему с точностью до поправочного
члена порядка площади поверхности
замыкания растянутого полу-открытого
параллелепипеда, которая пропорциональна
kd−1, то есть

#(kΠ(∆) ∩A(∆)) = V olume(Π(∆))× kd +O(kd−1)
(28)

Из (27) и (28) получаем

#B(∆)× kd = V olume(Π(∆))× kd +O(kd−1)

или, после деления на kd

#B(∆) = V olume(Π(∆)) +O(kd−1)/kd

Устремив k к бесконечности, получаем
равенство (25).

Фундаментальный целочисленный
полу-открытый параллелепипед Π(∆)
является частным случаем произвольного
целочисленного полу-открытого параллелепи-
педа, который мы сейчас определим с
помощью сумм Минковского.

Определение 5. Пусть a и b две
различные точки с целыми координатами
в Rd. Обозначим через [a, b) или,
эквивалентно, (b, a] и назовем целочисленным
полуинтервалом множество точек в Rd вида
a+(b−a)t, где t пробегает полуинтервал [0, 1)
на вещественной прямой. Обозначим также
через [a, b] замыкание в Rd множества [a, b).
Назовем целочисленным полу-открытым
параллелепипедом сумму Минковского d
целочисленных полуинтервалов вида

Π = [a1, a1+v1)⊕ [a2, a2+v2)⊕ . . .⊕ [ad, ad+vd)
(29)

в которой векторы v1, v2, . . . , vd линейно
независимы. Назовем фундаментальным
целочисленным полу-открытым параллелепи-
педом сумму Минковского d целочисленных
полуинтервалов вида

[0, v1)⊕ [0, v2)⊕ . . .⊕ [0, vd) (30)

в которой векторы v1, v2, . . . , vd линейно
независимы.

Нетрудно проверить, что формулы
(30) и (20) определяют одно то же
множество. Действительно, поскольку
вектора вершин любой грани ∆ сверх-удобного
многогранника Γ линейно независимы
и имеют целые y-координаты, заданная
формулой (20) фундаментальная область
Π(∆) представляется в виде (30) и потому
является фундаментальным целочисленным
полу-открытым параллелепипедом в терминах
определения 5 раздела 2.4.. Ниже мы
проверим, что любой целочисленный полу-
открытый параллелепипед получается из
фундаментального параллельным переносом
на некоторый вектор с целыми координатами.
Поэтому из утверждения 10 легко вывести
более общее утверждение.

Утверждение 11. Мощность множества
целых точек любого целочисленного полу-
открытого параллелепипеда равна его объему.
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Доказательство. Проверим, что
любой целочисленный полу-параллелепипед
получается из стандартного параллельным
переносом на некоторый вектор с целыми
координатами. Пусть

Π = [a1, a1+v1)⊕ [a2, a2+v2)⊕ . . .⊕ [ad, ad+vd)

сумма Минковского целочисленных полу-
открытых интервалов, где векторы
v1, v2, . . . , vd линейно независимы. Тогда
целочисленный полу-открытый параллелепи-
пед Π получается параллельным переносом
на вектор a1 + a2 + . . . + ad заданного в c-
координатах формулой (20) полу-открытого
параллелепипеда

[0, v1)⊕ [0, v2)⊕ . . .⊕ [0, vd) (31)

При параллельном переносе целочисленного
полу-открытого параллелепипеда Π на
целочисленный вектор объем Π и число целых
точек в нем не меняются, и в результате
переноса получаем фундаментальный полу-
параллелепипед, объем которого равен числу
целых точек согласно утверждению 10.

2.4.2. Фундаментальные области
действия полугруппы вершин
старшеграни на sh-конусе и sh-
полугруппе этой старшеграни

Утверждение 12. Для любой старшеграни
∆i фундаментальная область действия
полугруппы вершин V (∆i) на sh-конусе Cshi

существует и является целочисленным полу-
открытым параллелепипедом.

Мы дадим два доказательства этого
утверждения. Координатное доказательство и
доказательство в терминах сумм Минковского.
Напомним, что начальная старшегрань любого
шеллинга выпуклого многогранника является
замкнутой, а все остальные старшеграни
шеллинга - мы назвали их типовыми
- получаются удалением из замкнутой
старшеграни некоторого ненулевого числа
замкнутых подграней этой старшеграни
коразмерности один. Мы ограничимся
доказательством утверждения 12 только для
типовых старшеграней, доказательство для
начальной старшеграни отличается только
обозначениями и оставляется читателю.

Координатное доказательство. Мы
начнем это доказательство с координатного
описания sh-конуса Cshi. Пусть ∆i -
некоторая типовая старшегрань ( то есть i >
1). По определению шеллинга, sh-старшегрань
∆sh

i получается из старшеграни ∆i удалением

r > 0 подграней коразмерности один. На
каждой такой подграни коразмерности один
равна нулю одна из c-координат на конусе
Cone(∆i), а дополнение к такой подграни
задается условием положительности этой c-
координаты. Поэтому дополнение ко всем
r удаляемым подграням задается условием
одновременной положительности r таких c-
координат. Не исключаются и граничный
случай r = d. Без ограничения общности
можно считать, что на sh-старшеграни ∆sh

i

положительны первые r c-координат. Значит
конус Сshi задается в замкнутом конусе
Cone(∆i) неравенствами 0 < c1(p), 0 <
c2(p), . . . , 0 < cr(p), а во всем Rd sh-конус
Cshi задается системой r > 0 строгих и (d −
r) ≥ 0 нестрогих неравенств

Cshi = {p ∈ Rd :



0 < c1(p)
0 < c2(p)
. . .
0 < cr(p)
0 ≤ cr+1(p)
0 ≤ cr+2(p)
. . .
0 ≤ cd(p)

} (32)

Из этого описания вытекает, что

- множество точек sh-конуса Cshi

замкнуто относительно сложения,
значит, замкнуто относительно сложения
и его подмножество точек с целыми y-
координатами Ashi;

- добавление любого вектора с
неотрицательными c-координатами к
точке, удовлетворяющей неравенствам
(32), не нарушает этих неравенств,
значит полугруппа V (∆i) действует
на sh-конусе Cshi. Наконец, сдвиг
целой точки в Cshi на вектор
с неотрицательными целыми y-
координатами из множества V (∆i) дает
точку Cshi с целыми координатами,
значит V (∆i) действует на Ashi.

Утверждение 12 может теперь быть
детализировано следующим образом.

Утверждение 13. (a) Фундаментальной
областью действия полугруппы вершин
V (∆i) старшеграни ∆i на sh-конусе Cshi

является подмножество конуса Cone(∆i),
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определяемое двойными неравенствами:

Πi = {p ∈ Cone(∆i) :



0 < c1(p) ≤ 1
0 < c2(p) ≤ 1
. . .
0 < cr(p) ≤ 1
0 ≤ cr+1(p) < 1
0 ≤ cr+2(p) < 1
. . .
0 ≤ cd(p) < 1

}

(33)
(b) Множество Πi, заданное этими двойными
неравенствами, является целочисленным
полу-открытым параллелепипедом.

Доказательство. Докажем (a). Пусть
p ∈ Cshi, то есть p удовлетворяет
неравенствам (32). Воспользуемся
функциями, определенными формулой (18),
и обозначим через ceil_floor(p) точку с c-
координатами

ceil(c1(p))− 1, . . . ceil(cr(p))− 1,

f loor(cr+1(p)), . . . f loor(cd(p)) (34)

Разложим вектор c-координат точки p в
сумму двух слагаемых:

C(p) = (C(p)− ceil_floor(p) ) + ceil_floor(p)
(35)

Докажем, что второе слагаемое этой
суммы является вектором c-координат
некоторого элемента полугруппы вершин
старшеграни ∆i. Для этого достаточно
проверить неотрицательность компонент
этого вектора при условии p ∈ Cshi.
Неотрицательность последних d− r компонент
вытекает из определения функции floor.
Неотрицательность первых r компонент
вытекает из того, что для точки p ∈ Cshi

координаты c1(p), . . . , cr(p) положительны
и значение функции ceil в формуле (18)
для любого положительного аргумента не
меньше 1 и после вычитания единицы остается
неотрицательным. Легко также видеть, что
первое слагаемое формулы (35) удовлетворяет
неравенствам (33), то есть является вектором
c-координат некоторой точки Πi. Таким
образом доказано, что любая точка p ∈ Ci

получается сдвигом некоторой точки b ∈ Πi на
элемент g полугруппы вершин V (∆i).

Не поленимся проверить, что представление
p = b + g единственно. Действительно,
если p = b1 + g1 = b2 + g2, то разность
b1 − b2, равная g2 − g1, имеет целочисленные
c-координаты. Из формулы (33) вытекает,
что разность любых двух точек Πi имеет c-
координаты, по модулю меньшие 1, и будучи
целочисленной, эта разность должна быть

равной нулю. Таким образом, представление
любой точки p ∈ в виде сдвига точки b ∈ Πi на
вектор g ∈ V (∆i) существует и единственно,
иными словами сдвиги множества Πi на
всевозможные элементы полугруппы вершин
V (∆i) образуют разбиение sh-конуса Cshi.

Докажем (b). Это вытекает из того, что
множество, заданное двойными неравенствами
(33) может быть представлено как сумма
Минковского целочисленных полуинтервалов

(0, v1]⊕ . . .⊕ (0, vr]⊕ [0, vr+1)⊕ . . .⊕ [0, vd) =

[v1, v1 + (−v1))⊕ . . .⊕ [vr, vr + (−vr))⊕
[0, vr+1)⊕ . . .⊕ [0, vd)

где вектора −v1, . . . ,−vr, vr+1, . . . , vd линейно
независимы. Координатное доказательство
утверждения 12 завершено.

Набросок бескоординатного
доказательства утверждения 12. Легко
видеть, что каждый замкнутый конус
Cone(∆i) может быть описан как сумма
Минковского d замкнутых лучей, исходящих
из начала координат и проходящих через
вершины старшеграни ∆i, а каждый sh-
конус Cshi, полученный удалением r граней
из конуса Cone(∆i) может быть описан
как сумма Минковского r открытых лучей
и d − r замкнутых лучей (открытый луч
получается из соответствующего замкнутого
луча удалением концевой точки - начала
координат). Как и выше, не исключается и
граничный случаи r = d. Рассмотрим на
множестве подмножеств замкнутого конуса
Cone(∆i) две бинарные операции: сумма
Минковского ⊕ и теоретико-множественное
объединение ∪. Обе операции коммутативны
и дистрибутивны и операция ⊕ дистрибутивна
(и слева и справа) относительно операции
∪. Разобъем каждый граничный луч конуса
Cshi на счетное число непересекающихся и
последовательно примыкающих друг к другу
целочисленных полуинтервалов (в смысле
определения 5), занумерованных от нуля до
бесконечности и представим Cshi как сумму
Минковского d слагаемых, каждое из которых
представляет собой объединение счетного
числа непересекающихся целочисленных
полуинтервалов:

Сshi =

( (0, v1] ∪ (v1, 2v1] ∪ (2v1, 3v1] . . . ) ⊕
( (0, v2] ∪ (v2, 2v2] ∪ (2v2, 3v2] . . . ) ⊕

. . . . . . . . .

( (0, vr] ∪ (vr, 2vr] ∪ (2vr, 3vr] . . . ) ⊕
( [0, vr+1) ∪ [vr+1, 2vr+1) ∪ [2vr+1, 3vr+1) . . . ) ⊕

. . . . . . . . .

( [0, vd) ∪ [vd, 2vr+1) ∪ [2vd, 3vd) . . . )
(36)
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Из дистрибутивности суммы Минковского
относительно операции объединения вытекает,
что мы можем раскрыть скобки в правой части
36, мы получив объединение счетного числа
конечных (d слагаемых) сумм Минковского
целочисленных полуинтервалов. Если при
раскрытии скобок мы будем перебирать
элементы в каждой скобке слева направо, то
первая сумма получится из первого столбца
формулы (36) и будет имееть вид

(0, v1]⊕ (0, v2]⊕ . . .⊕ (0, vr]⊕
[0, vr+1)⊕ [0, vr+2)⊕ . . .⊕ [0, vd)

(37)

Остальные суммы Минковского, получаемые
при раскрытии скобок в формуле (36),
получаются из первой суммы (37) сдвигами
на сумму векторов вершин старшеграни
∆i с неотрицательными коэффициентами,
не равными нулю одновременно, то есть
получаются сдвигом первой суммы на
ненулевые элементы полугруппы вершин
старшеграни ∆i. Поэтому первая сумма
является фундаментальной областью действия
полугруппы вершин V (∆i) на sh-конусе Cshi.

Утверждение 14. (i) Фундаментальной
областью действия полугруппы вершин
старшеграни ∆i на sh-полугруппе Ashi

является конечное подмножество Bshi

множества Ashi, определяемое двойными
неравенствами:

Bshi = {n ∈ Ashi :



0 < c1(n) ≤ 1
0 < c2(n) ≤ 1
. . .
0 < cr(n) ≤ 1
0 ≤ cr+1(n) < 1
0 ≤ cr+2(n) < 1
. . .
0 ≤ cd(n) < 1

}

(38)
то есть просто множество целых точек
полу-открытого параллелепипеда Πi.
(ii) Число целых точек в полу-открытым
параллелепипеде Πi равно его объему:

#Bshi = V olume(Πi) (39)

Доказательство. (i) Из утверждения 12
следует, что произвольная точка p ∈ Ashi

однозначно представляется в виде суммы p =
b + g, где g ∈ V (∆i). И сама эта точка
и второе слагаемое суммы имеют целые y-
координаты. Значит и первое слагаемое
b этой суммы имеет целые y-координаты,
то есть принадлежит Ashi и удовлетворяет
неравенствам (38). Значит мы однозначно
представили произвольную точку p ∈ Ashi в

виде сдвига точки b из Bshi на вектор g из
V (∆i). Иными словами, мы доказали, что

Ashi =
⋃

g∈V (∆)

(Bshi ⊕ g) (40)

(ii) вытекает из утверждения 11.

Определение 6. Для i > 1 назовем
множество Bshi базисом sh-полугруппы
Ashi. Базис sh-полугруппы Ash1 совпадает
с ранее определенным формулой (22) базисом
B(∆1).

Тот факт, что множество Bshi является
фундаментальной областью действия
полугруппы V (∆i) на множестве Ashi целых
точек sh-конуса Cshi, очевидно может быть
переформулирован следующим образом.

Утверждение 15. Сдвиги множества
V (∆i) на элементы множества Bshi, по
определению совпадающие с орбитами точек
множества Bshi под действием полугруппы
V (Γ), попарно не пересекаются и объединение
этих орбит дает Ashi, то есть:

Ashi =
⋃

b∈Bshi

V (∆i)⊕ b (41)

Утверждение 15, в свою очередь, может быть
переформулировано в терминах конечной
порожденности модуля K[Ashi]. Заметим,
что для i > 1 подполугруппа Ashi не
имеет нейтрального элемента, и потому
умножение в K-алгебре K[Ashi] не будет
иметь нейтрального элемента. Однако в
данной статье нам потребуется умножать
элементы K-алгебры K[Ashi] только на
элементы K-алгебры K[V (∆i)], поэтому мы
будем рассматривать K[Ashi] исключительно
как модуль над K[V (∆i)], но не как
самостоятельную K-алгебру без единицы.

Утверждение 16. Как модуль над
алгеброй K[V (∆i)] алгебра K[Ashi] свободно
порождена мономами, отвечающими точкам
множества Bshi.

Доказательство. Проводится аналогично
доказательству утверждения 9 с использованием
утверждения 14 вместо утверждения 8.

Утверждение 17. (a) Только одно из
множеств Bsh1, Bsh2, . . . , BshN , а именно,
множество Bsh1, содержит начало
координат.
(b) Для любой точки p любого из множеств
Bsh1, Bsh2, . . . , BshN сумма c-координат
точки p не превосходит d.
(c) Только одно из множеств
Bsh1, Bsh2, . . . , BshN , а именно, множество
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BshN , содержит точку, у которой сумма c-
координат равна d и такая точка единственна.
(d) Ньютонова степень любой точки
множества

Bsh = Bsh1 ∪Bsh2 ∪ . . . ∪BshN

не превосходит dM , в этом множестве есть
ровно один элемент ньютоновской степени
0 и ровно один элемент максимальной
ньютоновской степени dM .

Доказательство. (a) и (b) очевидно
вытекают из задания Bshi двойными
неравенствами на c-координаты (38).
Доказательство (c) вытекает из определения
Bshi и того факта, что только последняя грань
шеллинга sh = (∆1,∆2, . . . ,∆N ) пересекается
с объединением предыдущих граней по всем
своим подграням коразмерности один.
(d) вытекает из (a)–(c) и того факта,
что ньютоновская степень любой вершины
многогранника Γ равна M и потому
ньютоновская степень любой точки p
замкнутого конуса любой старшеграни,
выражается через c-координаты точки на этом
конусе формулой

φ(p) = M × (c1(p) + c2(p) + . . .+ cN (p))

так что φ(p) ≤ dM для любого p ∈ Bsh.

2.5. Шеллинг-расширения
сверх-удобного
многогранника Ньютона

Пусть ∆ старшегрань с вершинами
v1, v2, . . . , vd. Обозначим через Pyramid(∆)
замкнутую пирамиду с вершиной начало
координат и основанием старшегрань ∆,
то есть объединение всех замкнутых
отрезков, начинающихся в начале координат,
и заканчивающихся в какой-то точке
старшеграни ∆.

Будем обозначать замыкание множества
X ∈ Rd через Closure(X). Очевидно, что

d!× V olume(Pyramid(∆)) =

V olume(Closure(Π(∆))) =

abs(det(v1, v2, . . . , vd))

Из очевидного факта Γ =
⋃N

i=1 Pyramid(∆i)
вытекает, что

d!× V olume(Γ) =

N∑
i=1

d!× V olume(Pyramid(∆i)) =

N∑
i=1

V olume(Closure(Π(∆i)))

(42)

Учитывая, что разность Closure(Πi) \
Πi имеет нулевой d-мерный объем, сумму
объемов в правой части (42) можно заменить
на объем дизъюнктного объединения полу-
открытых параллелепипедов

d!× V olume(Γ) = V olume(

N⋃
i=1

Πi) (43)

Это дизъюнктное объединение строится
по сверх-удобному симплициальному
многограннику Ньютона и его шеллингу и
заслуживает отдельного рассмотрения.

Определение 7. Для заданного шеллинга sh
выпуклого сверх-удобного симплициального
многогранника Ньютона Γ шеллинг-
расширением назовем объединение полу-
открытых параллелепипедов всех sh-
старшеграней Γ, то есть положим

Γsh =

N⋃
i=1

Π(∆sh
i ) (44)

Базисом шеллинг-расширения Γsh назовем
объединение базисов sh-полугрупп, то есть
положим

Bsh =

N⋃
i=1

Bshi (45)

Определение 8. Введем характеристику
выпуклого многогранника P ∈ Rd

µ(P ) = d!× V olume(P )

Утверждение 18. Шеллинг-расширение
Γsh сверх-удобного симплициального
целочисленного многогранника Ньютона Γ
обладает следующими свойствами
(i) Шеллинг-расширение многогранника
Ньютона Γ содержит interior(Γ).
(ii) Базис шеллинг-расширения Bsh совпадает
со множеством целых точек множества Γsh.
(iii) число целых точек в любом шеллинг-
расширении многогранника Γ не зависит от
шеллинга sh и равно µ(Γ), то есть

#(Zd ∩ Γsh) = V olume(Γsh) =

d!× V olume(Γ) = µ(Γ)

Доказательство. (i) вытекает из (15) и (33),
(ii) вытекает из (39) и (42).
Докажем (iii). Из утверждений 8 и 18
вытекает, что

#Bsh = (#Bsh1 +#Bsh2 + . . .+#BshN )

= (V olume(Π1) + . . .+ V olume(ΠN ))

= d!× V olume(Γ)

= µ(Γ)
(46)
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3. Комбинаторная задача,
решение которой
приводит к построению
мономиального базиса

В этом разделе неформально изложен новый
подход к решению комбинаторной задачи
подсчета числа целых точек на границе
сверх-удобного целочисленного многогранника
Γ и различных рациональных растяжениях
этой границы. Эта задача близка к
задачам изучения h-векторов симплициальных
комплексов и уравнений Дэна-Соммервилля и
к задаче изучения полиномов Эрхарта. Задача
исследовалась в работе автора [4] и в работах
[24], [25], [26], [27].

3.1. Ньютоновская степень

Фиксировав сверх-удобный целочисленный
многогранник Γ ∈ Rd, не обязательно
симплициальный, мы, следуя В.И.Арнольду,
можем определить так называемую
ньютоновскую ("ломаную") степень любой
точки в Rd [1]. Эта степень φ неотрицательна,
линейно однородна на конусе каждой
старшеграни многогранника, принимает в
любой точке Zd неотрицательное целое
значение и на границе многогранника Γ, в
частности, на всех его вершинах, принимает
некоторое положительное целое значение
M . Ньютоновской степенью монома xn =
xn1
1 xn2

2 . . . xnd

d мы будем называть число φ(n),
где n = (n1, n2, . . . , nd) ∈ Zd.

3.1.1. Задание выпуклого
сверх-удобного многогранника
неотрицательной
кусочно-линейной функцией

Известно, см. например [23, Theorem
1.1], что компактный выпуклый d-мерный
многогранник Γ ⊂ Rd, имеющий N
старшеграней, можно задать как пересечение
N полупространств, граница каждого из
которых пересекается с многогранником по
одной из старшеграней ∆i. Если известно,
что многогранник Γ сверх-удобный, то каждое
из таких полупространств можно задать на
Rd неравенством φi(x) ≤ 1, где φi - линейная
функция, которая

на многограннике Γ принимает значения,
не превосходящие 1, причем значение 1
принимается только на старшеграни ∆i

(47)

Oпределим кусочно-линейную функцию

φ : Rd → R формулой

φ(x) =
N

max
i=1

φi(x)

На Rd эта функция будет принимать
только неотрицательные значения, будет
обращаться в 0 только в начале
координат, многогранник Γ будет задаваться
неравенством φ(x) ≤ 1, а его граница ∂Γ
будет задаваться равенством φ(x) = 1.
Ни симплициальность, ни целочисленность
многогранника в определении этой функции
φ не использовались.

Напомним, что для сверх-удобного
многогранника Γ конусом Cone(∆)
старшеграни ∆ мы называем объединение
всех замкнутых лучей, каждый из которых
исходит из начала координат и проходит через
некоторую точку старшеграни ∆.

Утверждение 19. Функция φ обладает
следующими свойствами:

(a) φ положительно однородна степени 1,
т.е. ∀x ∈ Rd ∀λ ≥ 0 φ(λx) = λφ(x);

(b) точка x принадлежит конусу Cone(∆i)
некоторой старшеграни ∆i если и
только если φ(x) = φi(x).

(c) функция φ субаддитивна, то есть при
s ≥ 2 и x1, . . . , xs ∈ Rd

φ(x1 + . . .+ xs) ≤ φ(x1) + . . .+ φ(xs)

причем равенство достигается
если и только если существует
такая старшегрань ∆i, что
точки x1, x2, . . . , xs одновременно
принадлежат конусу этой старшеграни
∆i.

(d) на каждом конусе Cone(∆i) функция
φ аддитивна, то есть при s ≥ 2 и
x1, . . . , xs ∈ Cone(∆i)

φ(x1 + x2 + . . .+ xs) = φ(x1) + . . .+φ(xs)

Доказательство. (a) очевидно. (b)
вытекает из (a), определения конуса
старшеграни и свойства (47) функций φi.
Докажем (c). Пусть X = x1 + x2 +
. . . + xs. Конуса старшеграней покрывают
пространство Rd (см. формулу (12)). Потому
точка X принадлежит конусу по меньшей мере
одной старшеграни многогранника. Выберем
одну из таких старшеграней ∆i. Согласно (b),

φ(X) = φi(X) =

φi(x1) + φi(x2) + . . .+ φi(xs) ≤
φ(x1) + φ(x2) + . . .+ φ(xs)
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что доказывает нестрогое неравенство.
Выясним, при каких условиях это неравенство
обращается в равенство. Поскольку

φi(x1) ≤ φ(x1), . . . , φi(xs) ≤ φ(xs)

равенство достигается если и только если

φi(x1) = φ(x1), . . . , φi(xs) = φ(xs)

Согласно (b), эти равенства выполняются
одновременно если и только если

x1 ∈ Cone(∆i), . . . , xs ∈ Cone(∆i)

Таким образом, равенство достигается если
и только если x1, x2, . . . , xs одновременно
принадлежат конусу некоторой старшеграни
∆i. Наконец, (d) вытекает из (c).

Из целочисленности многогранника Γ
вытекает, то коэффициенты всех линейных
функций φ1, φ2, . . . , φN будут рациональными
числами. Поэтому существует натуральное
число M , такое, что после умножения
функции φ на M , мы получим новую
функцию, которую мы всюду ниже будем
обозначать той же буквой φ, принимающую
в целых точках Rd только целые значения, а
на границе многогранника Γ принимающую
значение M . Назовем эту функцию
ньютоновской степенью.

3.2. Ньютоновские
производящие функции
подмножеств Zd

Ньютоновская степень, построенная по
сверх-удобному многограннику Γ, задает
отображение счетного множества Zd в
множество неотрицательных целых чисел
N. Прообраз каждой точки при этом
отображении конечен. Поэтому для любого
подмножества Y ⊂ Zd корректно определена
формальная сумма

HΓ(Y, t) =
∑
n∈Y

tφ(n) =
∑
i∈N

cit
i (48)

которую мы назовем ньютоновской
производящей функцией множества
Y , ассоциированной со сверх-удобным
многогранником Γ.

Утверждение 20. (a) Если множество
Y ⊂ Zd конечно, то его ньютоновская
производящая функция является многочленом
и мощность множества Y равна значению
этого многочлена в точке 1:

#Y = HΓ(Y, 1) =
∑
n∈Y

1φ(n)

(b) Если множество Y ⊂ Zd есть объединение
конечного или счетного числа попарно
непересекающихся подмножеств

Y = Y1 ∪ Y2 ∪ . . .

то

HΓ(Y, t) = HΓ(Y1, t) +HΓ(Y2, t) + . . .

Доказательства очевидны.
Ниже мы будем рассматривать

ньютоновские производящие функции
различных подмножеств Zd, введенных в
разделах 2.3. и 2.4..

Определение 9. Для i ∈ [1, N ] обозначим
через qi(t) ньютоновскую производящую
функцию конечного множества Bshi,
определенного формулой (38). Обозначим
через Q(t) ньютоновскую производящую
функцию конечного множества

Bsh = Bsh1 ∪Bsh2 ∪ . . . ∪BshN

Очевидно, что многочлен Q(t) = q1(t) +
q2(t) + . . . + qN (t) и многочлены qi(t)
для i ∈ [1, N ] имеют неотрицательные
целые коэффициенты. Из определения
производящей функции конечного множества
следует, что #Bshi = qi(1) и #Bsh = Q(1), из
формул (39) и (46) вытекает, что

qi(1) = #Bshi = V olume(Πi)

Q(1) = #Bsh = µ(Γ)

Из утверждения 17 вытекает, что многочлен
Q(t) имеет степень dM и имеет вид Q(t) =
1 + . . .+ tdM .

Утверждение 21. Пусть sh – шеллинг
сверх-удобного симплициального многогран-
ника Γ, ∆i - одна из старшеграней шеллинга.
(a) Ньютоновская производящая функция
полугруппы вершин V (∆i) дается формулой

HΓ(V (∆), t) =
1

(1− tM )d

(b) Ньютоновская производящая функция sh-
полугруппы Ashi является произведением
производящей функции полугруппы вершин
старшеграни ∆i и производящей функции
базиса Bshi:

HΓ(Ashi, t) = HΓ(V (∆), t)×HΓ(Bshi, t) =
qi(t)

(1− tM )d

(c) Ньютоновская производящая функция
множества Zd дается формулой

HΓ(Zd, t) =
Q(t)

(1− tM )d
,

где Q(t) = q1(t) + . . .+ qN (t)

(49)

(d)
deg(Q(t)) = dM, Q(1) = µ(Γ)
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Доказательство утверждения (a) будет
приведено ниже в разделе 3.3.. Доказательства
утверждений (b)-(c) будут приведены ниже в
разделе 3.4.. Доказательство утверждения (d)
вытекает из формул (39) и (46) и утверждения
17.

Ряд HΓ(Zd, t) доставляет комбинаторную
информацию о расположении многогранника
Γ относительно множества Zd ⊂ Rd.
Например, коэффициент при tM в ряду
HΓ(Zd, t) равен числу целых точек на
границе многогранника Γ, а коэффициент
при tkM равен числу целых точек на границе
многогранника Γ, растянутого в k раз.

В работах автора 1974-75 гг. [2],
[4] комбинаторно доказывался достаточно
простой факт о том, ряд HΓ(Zd, t) имеет
вид Q(t)

(1−tM )d
, где Q(t) многочлен, сумма

коэффициентов которого равна µ(Γ) =
d! × V olume(Γ). Более сложный факт
неотрицательности коэффициентов этого
многочлена в статье [4] не сформулирован,
хотя и может быть выведен из приведенных
в этой статье алгебраических рассуждений.
Оказывается, что для симплициального
многогранника Ньютона неотрицательность
и целочисленность коэффициентов числителя
Q(t) рассматриваемой ньютоновской
производящей функции может быть доказана
комбинаторно с помощью шеллинга комплекса
граничных граней многогранника Ньютона,
описанного в разделе 1. При решении задачи
явного описания ньютоновской производящей
функции HΓ(Zd, t) с помощью шеллинга и
возникает естественно то множество степеней
мономов Bsh, которое дает мономиальный
базис фактор-алгебры K[Zd]/(g1, g2, . . . , gd)
для полиномов Лорана общего положения,
имеющих один и тот же многогранник
Ньютона Γ.

С помощью шеллинга мы также
доказываем следующее усиление утверждения
21

Утверждение 22. Для выпуклого сверх-
удобного симплициального многогранника Γ

многочлен Q(t) в числителе дроби Q(t)
(1−tM )d

(формула (49)), является возвратным
многочленом степени dM , то есть

Q(t) = tdMQ(1/t) (50)

Доказательство будет приведено ниже
в разделе 3.5. Утверждение 22 может
рассматриваться как аналог свойства Дэна-
Соммервилля h-вектора комплекса граней
выпуклого симплициального многогранника.
Это утверждение известно, например,

оно сформулировано в [26, Proposition
2.6]. По сообщению Алана Стэплдона,
это утверждение, как частный случай
более общего утверждения 2.12, доказано
в работе [27] тремя разными способами,
ни один из которых не использует
существование шеллинга. Однако, известные
автору опубликованные доказательства, см.
например [24], шеллинг не используют
и потому отличаются от приведенного
нами ниже доказательства, существенно
использующего существование и обратимость
шеллинга выпуклого симплициального
многогранника.

Требование симплициальности сверх-
удобного (а значит целочисленного) выпуклого
многогранника Γ в условии утверждения
22 может быть опущено, поскольку легко
доказать, что граница любого выпуклого
многогранника без добавления новых вершин
может быть подразбита на симплексы таким
образом, что полученный симплициальный
комплекс будет допускать шеллинг.

3.3. Градуированные линейные
пространства и их ряды
Пуанкаре

Приведенные ниже определения 10 и
11 взяты из Википедии, однако вместо
термина ряд Гильберта-Пуанкаре мы
используем термин ряд Пуанкаре. Мы
будем использовать определенные формулой
(48) ньютоновские производящие функции
различных подмножеств группы Zd. Эти
комбинаторно определенные производящие
функции окажутся рядами Пуанкаре
различных градуированных K-алгебр в
смысле определения 11.

Определение 10. Пусть N - множество
неотрицательных целых чисел, X -
линейное пространство над полем K. N-
градуировкой X называется представление
X в виде прямой суммы конечномерных
линейных пространств: X = X0 ⊕
X1 ⊕ X2 ⊕ X3 ⊕ . . . Такое пространство
X называется N-градуированным
(градуированным неотрицательными целыми
числами). Элемент x, принадлежащий
пространству Xi (i ∈ N) называют
однородным элементом степени i. Согласно
определению прямой суммы, любой элемент
пространства X есть сумма конечного числа
однородных элементов.

В дальнейшем мы будем рассматривать
только N-градуировки. Поэтому будем
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использовать термины градуировка и
градуированный, не указывая явно N .

Определение 11. Рядом Пуанкаре
градуированного линейного пространства
X = X0 ⊕ X1 ⊕ X2 ⊕ . . . называется
формальный ряд от одной независимой
переменной с неотрицательными целыми
коэффициентами:

H(X, t) =

dim(X0) + dim(X1) t+ dim(X2) t
2 + . . .

(51)

Часто этот ряд может быть свернут в
рациональную функции от t. Предположим,
что в пространстве X задан однородный базис.
Будем говорить, что каждый элемент этого
базиса степени i, дает вклад 1 · ti в ряд
Пуанкаре H(X, t). Тогда сумма вкладов
всех элементов базиса даст ряд Пуанкаре
X. Предположим, что однородный базис
представлен как дизъюнктное объединение
нескольких множеств. Тогда мы можем
подсчитать вклады в ряд Пуанкаре каждого
из этих множеств и сумма этих вкладов даст
ряд Пуанкаре X.
Замечание. Частным случаем этого
утверждения является свойство аддитивности
ньютоновских производящих функций,
сформулированное в утверждении 20.

Пример 1. X = K[x, x−1] - алгебра
многочленов Лорана от одной переменной.
Введем на X N-градуировку, положив X0 = K
и Xi = линейная оболочка мономов xi и x−i

при i > 0. Тогда вклад в ряд Пуанкаре
от мономов неотрицательной степени будет
равен 1 + t + t2 + t3 + . . . = 1

1−t , а
вклад от мономов отрицательной степени
будет равен t + t2 + t3 + . . . = t

1−t . Эти
два множества базисных мономов являются
разбиением множества базисных векторов и
ряд Пуанкаре всей алгебры может быть
представлен как сумма двух рациональных
функций

1

1− t
+

t

1− t
=

1 + t

1− t
= 1 + 2t+ 2t2 + 3t3 + . . .

Пример 2. X = K[x1, x2]. Каждый
многочлен от переменных x1, x2 можно
представить как линейную комбинацию
мономов xn1

1 xn2
2 . Степенью такого монома

будем считать полную степень n1 + n2.
Раскроем скобки в формальном выражении:

(1 + x1 + x2
1 + x3

1 + . . .)(1 + x2 + x2
2 + x3

2 + . . .)

Каждый моном от x1, x2 входит в
получившееся выражение ровно один раз.
Чтобы подсчитать количество мономов

степени d, заменим в этом выражении x1

и x2 на t и приведем подобные члены.
Коэффициент при td и будет равен количеству
мономов в X степени d. Значит,

H(X, t) = (1+t+t2+. . .)(1+t+t2+. . .) =
1

(1− t)2

В общем случае, если мы градуируем
многочлены от d переменных по полной
степени, то получаем

H(K[x1, x2, . . . , xd], t) =
1

(1− t)d
(52)

В случае, когда каждой переменной присвоена
степень M , ряд Пуанкаре приобретает вид

H(K[x1, x2, . . . , xd], t) =
1

(1− tM )d
(53)

Доказательство утверждения 21(a).
Градуированная полугрупповая K-алгебра
K[V (∆)] любой старшеграни ∆ свободно
порождена d мономами xv1 , xv2 , . . . , xvN ,
где v1, v2, . . . , vd - вершины старшеграни.
Поскольку ньютонова степень каждой
вершины многогранника равна M , применима
формула (53).

Пример 3. Фиксируем в Rd сверх-
удобный целочисленный многогранник
Γ. В разделе 3.1. показано, что такой
многогранник определяет ньютоновскую
степень φ(n) любого монома xn в линейном
пространстве X многочленов Лорана от d
переменных. Определим Xi как множество
линейных комбинаций мономов, ньютоновской
степени i. Тем самым в линейном
пространстве многочленов Лорана возникает
N-градуировка. Ряд Пуанкаре этого
градуированного линейного пространства,
подсчитанный по общему определению (51),
тождественен ньютоновской производящей
функции множества Zd, определенной
формулой (48).

Ниже будет показано, что построенная
ньютоновская градуировка линейного
пространства многочленов Лорана задает
исчерпывающую возрастающую фильтрацию
в кольце (K-алгебре) многочленов Лорана
и градуировку в ассоциированном
градуированном кольце, построенном по этой
фильтрации.
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3.4. Вычисление ньютоновской
производящей функции
HΓ(Zd, t), путем двухэтапного
разбиения группы Zd на
непересекающиеся
подмножества

3.4.1. Этап 1. Разбиение группы Zd на
sh-полугруппы старшеграней
многогранника Ньютона,
снабженного шеллингом sh.

Этот этап, проведенный в разделе 2.3.,
позволяет свести задачу вычисления
ньютоновской производящей функции
всего множества Zd к задаче вычисления
производящих функций sh-полугрупп.
Решение задачи вычисления ньютоновский
производящих функций sh-полугрупп
облегчается тем, что на замкнутом конусе
любой старшеграни ньютоновская степень
аддитивна.

Согласно утверждению 3 раздела 2.3.
группа Zd разбивается на sh-полугруппы. Для
удобства читателя воспроизведем формулу
(16) этого разбиения:

Zd = Ash1 ∪Ash2 ∪ . . . ∪AshN

Из этой формулы, согласно утверждению
20(b), получаем

HΓ(Zd, t) = HΓ(Ash1, t) + · · ·+HΓ(AshN , t)
(54)

На втором этапе, для нахождения
слагаемых HΓ(Ashi, t) этой суммы (54) нужно
подразбить каждое счетное множество Ashi

целых точек sh-конуса Cshi на конечное
число непересекающихся орбит, стартующих
в точках конечного множества Bshi - базиса
sh-полугруппы Ashi.

3.4.2. Этап 2. Разбиение множества
целых точек sh-конуса на орбиты
действия полугруппы вершин

Доказательство утверждения 21(b). Для
вычисления ньютоновской производящей
функции HΓ(Ashi, t) множества целых
точек Ashi ⊂ Cshi заметим, что согласно
утверждению 21(a) раздела 3.2., ньютоновская
производящая функция полугруппы вершин
старшеграни ∆i равна 1

(1−tM )d
. В утверждении

14 доказано, что существует базис
полугруппы Ashi - конечное множество
целых точек Bshi ⊂ Ashi такое, что все
множество Ashi целых точек sh-конуса
Cshi замащивается орбитами точек этого

конечного множества Bshi под действием
полугруппы вершин V (∆i). Ньютоновскую
производящую функцию этого множества
мы обозначили qi(t) и доказали, что q(1) =
V olume(Π). Заметим, что и полугруппа
вершин V (∆i) и множество Ashi принадлежат
замкнутому конусу Cone(∆i), а на этом конусе
ньютоновская степень аддитивна, поэтому
ньютоновская степень любой целой точки
b ∈ Ashi при сдвиге на любой элемент g
полугруппы вершин V (∆i) увеличивается на
ньютоновскую степень φ(g) этого элемента:

φ(b+ g) = φ(b) + φ(g)

Поэтому орбита любой целой точки b ∈ Bshi

под действием полугруппы вершин V (∆i) дает
вклад в ряд Пуанкаре, равный∑

g∈V (∆i)

tφ(b+g) = tφ(b) ×
∑

g∈V (∆i))

tφ(g) =

tφ(b)HΓ(V (∆i), t) =
tφ(b))

(1− tM )d

А поскольку орбиты всех точек конечного
множества Вshi не пересекаются и их
объединение дает все множество целых точек
sh-конуса Cshi, получается, что

HΓ(Ashi, t) =
1

(1− tM )d

∑
b∈Bshi

tφ(b) =
qi(t)

(1− tM )d

где qi(t) = HΓ(Bshi, t)
(55)

Доказательство утверждения 21(с).
Подставляя полученное в предыдущей
формуле выражение для HΓ(Ashi, t) в
формулу (54) получаем

HΓ(Zd, t) =

q1(t) + q2(t) + · · ·+ qN (t)

(1− tM )d
=

Q(t)

(1− tM )d

(56)

3.5. Свойство Дэна-Соммервилля
ньютоновской
производящей функции

Набросок доказательства утверждения
22. Пусть Γ - симплициальный супер-
удобный многогранник, sh - шеллинг Γ и sh
- обратный шеллинг в смысле раздела 1. Мы
должны доказать справедливость тождества

Q(t) = tdM ×Q(1/t)

В разделе 2.3. по шеллингу sh мы индуктивно
построили
- открыто-замкнутые конуса

Csh1, Csh2, . . . , CshN ,
- фундаментальные области

Π1,Π2, . . . ,ΠN ,
- конечные множества целых точек
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Bsh1, Bsh2, . . . , BshN и
- многочлены q1, q2, . . . , qN .

Построим аналогично по обратному
шеллингу sh
- открыто-замкнутые конуса

CshN , CshN−1, . . . , Csh1,
- фундаментальные области

ΠN ,ΠN−1, . . . ,Π1,
- конечные множества целых точек

BshN , BshN−1, . . . , Bsh1 и
- многочлены qN , qN−1, . . . , q1.

Для доказательства тождества (3.5.) сравним
множества Πi и Πi. Из определения шеллинга
и утверждения 2 раздела 2. легко вывести, что
целочисленные полу-открытые параллелепипеды
Πi и Πi в некотором смысле дополнительны. А
именно, если

Πi = (0, v1]⊕(0, v2]⊕· · ·⊕(0, vr]⊕[0, vr+1)⊕· · ·⊕[0, vd)

то

Πi = [0, v1)⊕[0, v2)⊕· · ·⊕[0, vr)⊕(0, vr+1]⊕· · ·⊕(0, vd]

Для компактности будем обозначать
замыкание множества X ∈ Rd использованием
полужирного шрифта: Closure(X) = X.
Замыкание Πi фундаментальной области
Πi может быть представлено как сумма
Минковского замкнутых интервалов:

Πi = [0, v1]⊕ · · · ⊕ [0, vr]⊕ [0, vr+1]⊕ · · · ⊕ [0, vd]

Замыкания полу-открытых параллелепипе-
дов Πi и Πi совпадают с Πi. Положим v =
v1+v2+ . . . +vd. Легко видеть, что замкнутый
параллелепипед Πi центрально симметричен
относительно точки v/2. Центральная
симметрия σ : Πi → Πi может быть
задана формулой σ(b) = v − b. Эта
симметрия является инверсией множества
Πi, которая переводит множество Zd ∩
Πi в себя. Так определенная инверсия
задает биективное соответствие между полу-
открытыми параллелепипедами Πi и Πi, а
также между множествами их целых точек
Bshi и Bshi.

Ввиду аддитивности ньютоновской степени
на конусе Cone(∆i) для любой точки b ∈
Πi выполнено равенство φ(σ(b)) = dM −
φ(b). Проверим, что qi(t) = tdMq(1/t).
Действительно:

qi(t) =
∑

b∈Bshi

tφ(b) =
∑

b∈Bshi

tφ(σ(b)) =

∑
b∈Bshi

tdM−φ(b) = tdM
∑

b∈Bshi

(1/t)φ(b) =

tdMqi(1/t)

Ньютоновская производящая функция
HΓ(Zd, t), определяемая формулой (56)

определяется конструкцией, в которой
шеллинг не участвует и от выбора шеллинга
не зависит. Значит не зависит от шеллинга
и числитель этой производящей функции,
который может быть вычислен по формуле

Q(t) = (1− tM )dHΓ(t),

При вычислении с помощью шеллинга sh
числитель Q(t) ньютоновской производящей
функции оказывается равным сумме

q1(t) + q2(t) + · · ·+ qN (t)

А при вычислении с помощью шеллинга sh
числитель Q(t) ньютоновской производящей
функции оказывается равным сумме

q1(t) + q2(t) + · · ·+ qN (t)

Поэтому, используя (50), получаем искомое
тождество

Q(t) =q1(t) + q2(t) + · · ·+ qN (t)

=q1(t) + q2(t) + · · ·+ qN (t)

=tdM (q1(1/t) + q2(1/t) + · · ·+ qN (1/t))

=tdMQ(1/t)

4. Стандартные сведения о
фильтрованных
и градуированных
объектах, их рядах
Пуанкаре и конечно
порожденных
градуированных
алгебрах

В этом разделе напоминаются известные
определения и утверждения, относящиеся к
фильтрованным и градуированным объектам
и конечно порожденным градуированным
алгебрам. В нашей статье мы рассматриваем
только конечно-порожденные K-алгебры над
полем K характеристики 0, градуированные
неотрицательными целыми числами.

Определение 12. Размерностью конечно-
порожденной градуированной K-алгебры X
назовем кратность полюса t = 1 ее ряда
Пуанкаре H(X, t).

Замечание. Согласно формуле (52)
ряд Пуанкаре K-алгебры многочленов от
d переменных, градуированных полной
степенью, имеет в точке 1 полюс порядка
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d и согласно определению выше имеет
размерность d.

В [29] можно найти доказательства
следующих двух утверждений

Теорема 1. Пусть X - конечно порожденная
градуированная K-алгебра. Тогда H(X, t) есть
либо рациональная функция с единственным
полюсом в точке t = 1, либо многочлен.

Утверждение 23. Введенная в определении
12 размерность конечно-порожденной
градуированной K-алгебры совпадает с
размерностью Крулля.

4.1. Поэлементное сравнение
рядов Пуанкаре
градуированных алгебр

Мы воспроизведем рассуждения, приведенные
в онлайн публикации Р. Стенли [11].

Пусть
A(t) = a0 + a1t+ a2t

2 + a3t
3 + . . . и

B(t) = b0+b1t+b2t
2+b3t

3+. . . два формальных
ряда с вещественными коэффициентами. Мы
скажем, что A(t) ≤ B(t), если a0 ≤ b0 и
a1 ≤ b1 и a2 ≤ b2 и a3 ≤ b3 и т.д. Если ряд
C(t) имеет неотрицательные коэффициенты и
c0 ̸= 0, то из A(t) ≤ B(t) следует A(t)C(t) ≤
B(t)C(t), причем A(t)C(t) = B(t)C(t) если и
только если A(t) = B(t). Если для A(t) и B(t)
одновременно выполнены неравенства A(t) ≤
B(t) и B(t) ≤ A(t), то A(t) = B(t). Если R -
градуированная алгебра и g ∈ R однородный
элемент степени M, не являющийся делителем
нуля, то

H(R, t) =
H(R/(g), t)

1− tM

Для произвольного однородного элемента g ∈
R положительной степени M выполнено
соотношение

H(R, t) ≤ H(R/(g), t)

1− tM
(57)

причем равенство достигается в том и только
в том случае, когда g не является делителем
нуля в R.

Пусть g1, g2, . . . , gr последовательность
элементов градуированной K-алгебры R
положительных степеней M1,M2, . . . ,Mr.
Итерируя неравенство (57), получаем

H(R, t) ≤ H(R/(g1, g2, . . . , gr), t)

(1− tM1)(1− tM2) . . . (1− tMr )
(58)

причем равенство достигается в том и только
в том случае, когда элемент g1 не является

делителем нуля в R, элемент g2 не является
делителем нуля в R/(g1), элемент g3 не
является делителем нуля в R/(g1, g2), . . . ,
элемент gr не является делителем нуля в
R/(g1, g2, . . . , gr−1).

4.2. Градуированные кольца
Коэна-Маколея

В этом разделе мы перечислим ряд
известных фактов. Для описания условий
на последовательность элементов кольца,
при которых неравенство (58) обращается
в равенство, следующее определение вводит
специальный термин.

Определение 13. Последовательность
элементов g1, g2, . . . gr коммутативного
кольца R называется регулярной, если
(i) идеал, порожденный всеми элементами
последовательности, не совпадает с R, (ii)
элемент g1 не является делителем нуля в
R, элемент g2 не является делителем нуля
в фактор-алгебре R/(g1)R, элемент g3 не
является делителем нуля в фактор-алгебре
R/(g1, g2)R,. . . , и, наконец, элемент gr не
является делителем нуля в фактор-алгебре
R/(g1, g2, . . . , gr−1)R.

Определение 14. Конечно порожденное
градуированное кольцо R (K-алгебра)
размерности d называется кольцом Коэна-
Маколея, если существует регулярная
последовательность, состоящая из d
однородных элементов R положительных
степеней.

Следующие две теоремы описывают
свойства градуированных колец Коэна-
Маколея. Доказательства могут быть найдены
в [30].

Теорема 2. Если последовательность
g1, g2, . . . , gd однородных элементов положи-
тельных степеней d-мерного градуированного
кольца Коэна-Маколея R порождает
идеал конечной коразмерности, то эта
последовательность регулярна.

Регулярность последовательности в
градуированных кольцах Коэна-Маколея
может быть проверена несколькими
способами.

Теорема 3. Пусть R - конечно
порожденная градуированная K-алгебра
Коэна-Маколея размерности d; g1, g2, . . . , gd
- последовательность однородных элементов
R положительных степеней M1,M2, . . . ,Md;
I - идеал в R, порожденный элементами
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этой последовательности; K[g1, g2, . . . , gd]
- подагебра в R, порожденная элементами
последовательности.

а) Следующие условия эквивалентны:
(i) коразмерность идеала I конечна;
(ii) последовательность g1, g2, . . . , gd
регулярна;
(iii) K-алгебра R является свободным модулем
с конечным числом однородных образующих
над своей подалгеброй K[g1, g2, . . . , gd];
(iv) ряд Пуанкаре K-алгебры R,
профакторизованной по идеалу I,
удовлетворяет соотношению

H(R, t) =
H(R/I, t)

(1− tM1)(1− tM2) . . . (1− tMd)

б) если выполнены условия части а),
то формальный ряд H(R/I,t) фактически
является многочленом с неотрицательными
коффициентами, сумма этих коэффициентов
равна коразмерности идеала I, а также
равна числу образующих свободного модуля,
определенного в (iii), причем любой
однородный базис фактор-алгебры R/I
может быть взят в качестве набора
образующих свободного модуля из (iii) и
любой минимальный набор образующих из
(iii) может быть взят в качестве базиса
фактор-алгебры R/I.

5. Фильтрация Ньютона
кольца многочленов
Лорана, структура
ассоциированного
градуированного
кольца и кольца
Стенли-Рейснера

5.1. Фильтрация Ньютона
в кольце K[Zd]

В работе [1] по многограннику Ньютона
ростка аналитической функции от многих
переменных В. Арнольд ввел в кольце ростков
аналитических функций фильтрацию, которая
была интенсивно использована в работах
автора [2, 4]. Сегодня эту фильтрацию
и аналогичные фильтрации, построенные
по многограннику Ньютона многочлена или
многочлена Лорана, называют фильтрациями
Ньютона.

5.1.1. Ньютоновские степени мономов и
их линейных комбинаций

В разделе 3.1. мы по сверх-удобному
целочисленному многограннику Γ определили
ньютоновскую степень φ(n) любой точки n ∈
Zd. Это позволяет определить ньютоновские
степени мономов. А именно, для n ∈
Zd назовем φ(n) ньютоновской степенью
монома xn. Поскольку предполагается, что
многогранник Γ сверх-удобный, то есть начало
координат является внутренней точкой Γ,
для любого монома xn его ньютоновская
степень неотрицательна и равна нулю,
если и только если моном xn является
единичным. В. Арнольд рассматривал
ньютоновскую степень мономов в работе 1974
года [1] и называл ее ломаной степенью.
Определим теперь ньютоновскую степень φ
для любых ненулевых элементов K-алгебры
K[Zd]. Для непустой линейной комбинации
мономов с ненулевыми коэффициентами S =∑

i λimi положим φ(S) = max
i

φ(Log(mi)).
Ньютоновскую степень нулевого элемента K-
алгебры положим равной −∞.

5.1.2. Определение фильтрации
Ньютона

Для краткости обозначим K-алгебру
многочленов Лорана K[Zd] через A. Операцию
умножения в A будем обозначать через "·".
Для неотрицательного целого числа i положим
Ai = {f ∈ A : φ(f) ≤ i}. Линейные
пространства Ai конечномерны, растут с
ростом i: K = A0 ⊂ A1 ⊂ A2 ⊂ . . .
и их объединение равно алгебре A. В
силу субаддитивности ньютоновской степени
мономов, вытекающей из утверждения 19
раздела 3.1., эти линейные пространства в
алгебре A относительно операции умножения
"·" удовлетворяют условию Ai ·Aj ⊆ Ai+j .

Тем самым, в терминологии книги [31],
эти линейные пространства задают в K-
алгебре многочленов Лорана A целочисленную
возрастающую исчерпывающую фильтрацию,
которую В. Арнольд в работе 1974 года [1]
называл фильтрацией Ньютона.

5.2. Ассоциированное
градуированное кольцо A(Γ)
фильтрованного по Ньютону
кольца A

Обозначим через A(Γ), для краткости просто
через A, ассоциированное градуированное
кольцо фильтрованного по Арнольду-
Ньютону кольца A. Напомним, что мы
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используем, как синонимы, термины K-
алгебра, алгебра и кольцо. Сначала введем
в A структуру линейного пространства
над K. В соответствии с определением
ассоциированного градуированного кольца
[31] положим A0 = A0 = K, для
натурального числа i определим линейное
пространство Ai как фактор-пространство
Ai/Ai−1 и наконец, положим A =

⊕
i≥0 Ai.

Сопоставив каждому моному xn ньютоновской
степени φ(n) его класс эквивалентности
xn + Aφ(n)−1 мы получим множество, которое
является базисом линейного пространства
A. Элементы этого базиса также будем
называть мономами, то есть, допуская
вольность речи, не будем различать мономы
в A и их классы эквивалентности в
A, то есть будем одинаково обозначать
мономы в фильтрованной и градуированной
алгебрах. Обозначим операцию умножения
в фильтрованной алгебре A через "·" и
операцию умножения в ассоциированной
градуированной алгебре A через "◦". Мы
опишем наглядно эту операцию умножения
"◦" в ассоциированном градуированном
кольце A, указав, как вычисляется
произведение классов эквивалентности двух
или большего количества мономов.

5.2.1. Правило умножения мономов в
ассоциированном градуированном
кольце

Пусть xn1 и xn2 два монома в фильтрованной
алгебре A ньютоновских степеней d1 = φ(n1)
и d2 = φ(n2) соответственно. Их классы
эквивалентности в Ad1/Ad1−1 и Ad2/Ad2−1 есть
xn1 + Ad1−1 и xn2 + Ad2−1 соответственно.
Согласно стандартному определению
ассоциированного градуированного кольца

(xn1 +Ad1−1) ◦ (xn2 +Ad2−1) =

xn1 · xn2 +Ad1+d2−1 ∈ Ad1+d2/Ad1+d2−1 (59)

Формула (59) обобщается на случай
произведения нескольких мономов

(xn1 +Ad1−1) ◦ . . . ◦ (xns +Ads−1) =

xn1 · . . . · xns +Ad1+d2+ ...+ds−1 ∈
Ad1+d2+ ...+ds/Ad1+d2+ ...+ds−1

(60)

Определение 15. (i) Пусть n1 и n2 – две
целые точки множества Zd ⊂ Rd. Назовем
их одноконусными, если

φ(n1 + n2) = φ(n1) + φ(n2)

что, согласно утверждению 19 (iii) раздела
3.1., эквивалентно тому, что существует

хотя бы одна старшегрань ∆ ⊂ ∂Γ такая,
что n1 ∈ Cone(∆) и n2 ∈ Cone(∆). Точки
n1 и n2 называются разноконусными, если

φ(n1+n2) < φ(n1)+φ(n2), или, эквивалентно:

не существует старшеграни ∆ такой, что
n1 ∈ Cone(∆) и n2 ∈ Cone(∆).

(ii) Аналогично определяется одноконусность/
разноконусность нескольких целых точек
множества Zd:

целые точки n1, n2, . . . , ns называются
одноконусными, если

φ(n1+n2+ . . .+ns) = φ(n1)+φ(n2)+. . .+φ(ns)

что, согласно утверждению 19 (iii) раздела
3.1., эквивалентно тому, что существует
хотя бы одна старшегрань ∆ такая, что n1 ∈
Cone(∆), n2 ∈ Cone(∆), . . .ns ∈ Cone(∆).
Точки n1, n2, . . . , ns называются
разноконусными, если

φ(n1+n2+ . . .+ns) < φ(n1)+φ(n2)+. . .+φ(ns),

или, эквивалентно:
не существует старшеграни ∆ такой, что
n1 ∈ Cone(∆), n2 ∈ Cone(∆), . . .ns ∈
Cone(∆).

Лингвистическое замечание. На
английский термины одноконусный
и разноконусный переводятся как
homoconical/heteroconical, а термины
одноконусность/разноконусность как
homoconicality/heteroconicality.

Утверждение 24. (i) Произведение мономов
xn1 и xn2 в ассоциированной градуированной
алгебре A задается правилом

xn1◦xn2 =

 x(n1+n2) : если точки n1, n2

одноконусны,
0 : в противном случае

(61)
(ii) Аналогичное правило справедливо и
для произведения произвольного количества
мономов:

xn1◦. . .◦xns =


x(n1+...+ns) :

если точки
n1, . . . , ns одноконусны,

0 : в противном случае
(62)

Доказательство. (i) По формуле (59)

(xn1+Ad1−1)◦(xn2+Ad2−1) = xn1 ·xn2+Ad1+d2−1



43

Если точки n1, n2 разноконусны, то

φ(n1 + n2) ≤ φ(n1) + φ(n2)− 1 = d1 + d2 − 1 (63)

то есть xn1 · xn2 ∈ Ad1+d2−1 и

xn1 · xn2 +Ad1+d2−1 = Ad1+d2−1 = 0 ∈
Ad1+d2

/Ad1+d2−1

Если же точки n1, n2 одноконусны, то

φ(n1 + n2) = φ(n1) + φ(n2) = d1 + d2

то есть xn1 · xn2 ∈ Ad1+d2
и

xn1 · xn2 +Ad1+d2−1 = x(n1+n2) +Ad1+d2−1 ̸= 0

(ii) доказывается аналогично (i) с
использованием формулы (60) вместо
формулы (59).

Проведенные выше построения фильтрации
Ньютона и градуированного кольца повторяли
рассуждения статьи [4] и не использовали
симплициальность многогранника Γ. Ниже мы
начинаем использовать эту симплициальность.

5.2.2. Подкольцо вершин
градуированного кольца A(Γ)
сверх-удобного выпуклого
целочисленного симплициального
многогранника Γ

Рассмотрим в алгебре A линейное
пространство, порожденное мономом x0

и мономами, отвечающими вершинам
многогранника Γ. Элемент этого линейного
пространства есть конечная линейная
комбинация мономов в A, отвечающих точкам
следующего множества:

V (Γ) =

N⋃
i=1

V (∆i) (64)

Элементы множества V (Γ), вообще говоря,
не образуют полугруппу, при сложении
точек из разных конусов мы можем выйти
за пределы множества V (Γ). Однако,
мономы, соответствующие любым двум
точкам множества V (Γ), можно перемножать
в A и при этом мы не выйдем за пределы
множества V (Γ) ∪ 0. Действительно, если
точки одноконусны, произведение будет
ненулевым мономом в K[V (Γ)]; если же точки
разноконусны, произведение будет равно
нулю. Полученное кольцо назовем подкольцом
вершин сверх-удобного симплициального
многогранника Γ.

Замечание 2. В отличие от структуры
кольца A(Γ), структура подкольца вершин

определяется только комбинаторной
структурой комплекса граней симплициаль-
ного многогранника Γ и, вообще говоря, не
зависит от вложения вершин многогранника
в множество Zd. В данной работе, однако,
кольцо вершин интересует нас не само по
себе, а как подкольцо кольца A(Γ), которое
зависит не только от комбинаторной
структуры многогранника Γ, но и от того
как вершины этого целочисленного выпуклого
многогранника Γ вложены в множество
Zd ⊂ Rd.

5.3. Кольцо вершин есть не что
иное, как кольцо Стенли-
Рейснера симплициального
комплекса граней выпуклого
целочисленного
многогранника Γ

Определение 16. Сопоставим каждой
вершине vi симплициального многогранника
Γ независимую переменную Vi. Произведение
различных независимых переменных
назовем симплициальным, если вершины,
соответствующие этим переменным,
являются вершинами некоторого симплекса
на границе многогранника Γ. Обозначим через
I идеал, порожденный в K[V1, V2, . . . , VL]
теми произведениями неизвестных, которые
не являются симплициальными. Идеал I
называется идеалом граней многогранника Γ,
а фактор по этому идеалу - кольцом граней
или кольцом Стенли-Рейснера (см. [12]).

Утверждение 25. Пусть

π : K[V1, V2, . . . , VL] → K[V (Γ)],

отображение, заданное на образующих
кольца K[V1, V2, . . . , VL] формулами π(Vi) =
xvi , i = 1, 2, . . . , L. Тогда ker(π) = I.
Иными словами, подкольцо градуированного
кольца A, порожденное мономами,
отвечающими вершинам (нульмерным
граням) многогранника Γ, изоморфно кольцу
Стенли-Рейснера симплициального комплекса
граней многогранника Γ.

Доказательство. Сначала докажем,
что I ⊆ ker(π). Пусть P - образующая
идеала I, то есть некоторое несимплициальное
произведение независимых переменных
V1V2 . . . Vs. Элемент π(P ) кольца K[V (Γ)]
является произведением мономов

xv1 ◦ xv2 ◦ . . . ◦ xvs
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Поскольку произведение P несимплициально,
вершины v1, v2, . . . , vs не принадлежат какой-
либо одной грани многогранника Γ и по
формуле (62) произведение равно нулю.

Теперь докажем включение ker(π) ⊆ I.
Сначала докажем, что любой моном p ∈
ker(π) принадлежит идеалу I. Пусть p
произвольный моном. Выпишем произведение
всех переменных, которые входят в моном
p в положительной степени. Возможны два
случая.

Если получилось несимплициальное
произведение, то моном p оказывается
кратным этому несимплициальному
произведению независимых переменных, то
есть p ∈ I.

Если же при таком выписывании
получилось симплициальное произведение,
то это означает, что в моном p входят
независимые переменные, соответствующие
вершинам некоторой грани δ многогранника
Γ, и образ p оказывается мономом в K[V (Γ)],
который, согласно определению K[V (Γ)],
однозначно задает некоторый базисный вектор
линейного пространства K[V (Γ)] и, значит,
π(p) ̸= 0.

Пусть, наконец, сумма различных мономов
с ненулевыми коэффициентами f = λ1p1 +
λ2p2 + . . . + λsps принадлежит ядру π. В
такой сумме не может быть ни одного монома
pi, для которого π(pi) ̸= 0 поскольку образы
таких мономов в K[V (Γ)] линейно независимы
и любая линейная комбинация с ненулевыми
коэффициентами образов таких мономов не
равна нулю. Тем самым из π(f) = 0
следует, что каждый входящий в f моном
pi также принадлежит ker(π), значит, по
ранее доказанному, принадлежит I, значит
и линейная комбинация f таких мономов
принадлежит I.

Замечание 3. Предположим на мгновение,
что мы решили проводить вычисления в
кольце A c помощью какой-то компьютерной
системы. Описание кольца A в классической
форме, в виде свободных образующих и
соотношений, потребовало бы введения
большого количества переменных, растущего
с ростом числа вершин Γ. Наше
описание аддитивной структуры кольца
A требует введения лишь d переменных.
За это приходится платить усложнением
алгоритма умножения мономов, выполнение
которого теперь требует не только
сложения векторов показателей степени
мономов, но и вычисления предиката
одноконусности на множестве пар
мономов.

6. Шеллинг симплициаль-
ного многогранника Γ и
отвечающие ему
"шеллинги"
множества Zd

и кольца A(Γ)

По шеллингу многогранника Γ, то есть
по последовательности старшеграней,
удовлетворяющей некоторым условиям,
мы построили в разделе 2.3. две другие
последовательности объектов:
- последовательность подполугрупп
Ash1, Ash2, . . . , AshN группы Zd, принадлежащих
конусам Cone(∆1), Cone(∆2), . . . , Cone(∆N ) ;
- последовательность конечных множеств
Bsh1, Bsh2, . . . , BshN группы Zd, принадлежащих
полугруппам Ash1, Ash2, . . . , AshN .

Эти последовательности были построены
так, что при любом i ∈ [1, N ] выполняются
следующие утверждения:

- полугруппа Ashi принадлежит полной
полугруппе A(∆i) старшеграни ∆i;

- объединение полугрупп Ash1 ∪
Ash2,∪ . . . ,∪Ashi исчерпывает множество
целых точек конусов старшеграней
∆1,∆2, . . . ,∆i, то есть

Ash1 ∪Ash2 ∪ . . . ∪Ashi =

A(∆1) ∪A(∆2) ∪ . . . ∪A(∆i),

в частности Ash1 ∪ . . . ,∪AshN = Zd;

- при i > 1 полугруппа Ashi не пересекается
с Ash1 ∪Ash2,∪ . . . ,∪Ashi−1;

- подполугруппа Ashi инвариантна
относительно действия полугруппы
вершин V (∆i) старшеграни ∆i на полной
полугруппе старшеграни ∆i;

- множество Bshi принадлежит Ashi и при
i > 1 не пересекается с множеством
Bsh1 ∪Bsh2,∪ . . . ,∪Bshi−1;

- множество Bshi является фундаментальной
областью действия полугруппы вершин
V (∆i) грани ∆i на подполугруппе Ashi,
то есть сдвиги конечного множества Bshi

на всевозможные элементы полугруппы
вершин V (∆i) образуют разбиение
бесконечного множества Ashi;

- мощность множества Bshi равна объему
параллелепипеда Πi sh-старшеграни ∆sh

i ,
определенного в разделе 2.4.2..
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6.1. Построение "шеллинга"
кольца A(Γ)

Построим теперь аналог "шеллинга" кольца
A(Γ): последовательность градуированных K-
алгебр R1, R2, . . . , RN , заканчивающуюся K-
алгеброй A(Γ). Это построение аналогично
конструкции статьи [10], переизложенной в
книге [11].

В то время, как объекты Ashi и
Bshi расположены внутри конуса одной
старшеграни ∆i, то есть "привязаны" к одной
старшеграни, K-алгебра Ri будет "привязана"
к объединению старшеграней с номерами от 1
до i. Сначала определим R1, R2, . . . , RN как
линейные пространства над полем K.

Определение 17. Для каждого i ∈ [1, N ]
построим над K линейное пространство Ri,
взяв в качестве базиса мономы, показатели
степени которых принадлежат объединению
полугрупп Ei = (Ash1 ∪ Ash2 ∪ . . . ∪
Ashi ), которое, в свою очередь, принадлежит
объединению конусов (Cone(∆1) ∪ Cone(∆2) ∪
. . . ∪ Cone(∆i) ).

Поскольку для 1 ≤ j < i объединение первых
j полугрупп Ej содержится в объединении
первых j + 1 полугрупп Ej+1, то есть

E1 ⊂ E2 ⊂ . . . ⊂ Ei = Zd

то для 1 ≤ j < i базис каждого линейного
пространства Rj содержится в базисе
следующего линейного пространства Rj+1

и потому можно считать, что построенные
линейные пространства естественно вложены
друг в друга:

R1 ⊂ R2 ⊂ . . . ⊂ Ri = A(Γ)

Векторное пространство RN = A(Γ) имеет
структуру K-алгебры. Введем структуру K-
алгебры на векторных пространствах Ri для
1 ≤ i < N . С помощью аналога определения
одноконусности 15 и аналога правила (59)
перемножения мономов в A(Γ), зададим
правило умножения базисных векторов в
Rj , то есть правило перемножения мономов
вида xn, где показатель степени n =
Log(xn) принадлежит объединению множеств
Ei = Ash1 ∪ Ash2 ∪ . . . ∪ Ashi. К числу
таких мономов принадлежит и единичный
моном x0, имеющий нулевой показатель
степени. Операцию умножения мономов
c показателями степени из множества Ei

обозначим "◦i". Результатом этой операции
будет моном (базисный вектор) в Ri или
0 линейного пространства Ri. Далее мы
доопределим эту операцию на все векторное

пространство Rj . В качестве первого
шага доопределим операцию "◦i" разрешив
использовать в качестве ее аргументов не
только мономы, но и 0 линейного пространства
Ri (отличный от единичного монома x0 ∈ Ei).
А именно, для любого монома xn положим

xn ◦i 0 = 0 ◦i xn = 0 ◦i 0 = 0 ∈ Ri

Определение 18. (i) Пусть n1 и n2 –
две целые точки в Ei = Ash1 ∪ Ash2 ∪
. . . ∪ Ashi. Назовем их i−одноконусными,
если существует хотя бы один номер
j ∈ [1, i] такой, что n1 ∈ Cone(∆j)
и n2 ∈ Cone(∆j). Точки n1 и n2

назовем i−разноконусными, если они
не являются i−одноконусными. (ii)
Аналогично определим i−одноконусность и
i−разноодноконусность нескольких точек
в Ei = Ash1 ∪Ash2 ∪ . . . ∪Ashi:
целые точки n1, n2, . . . , ns в Ei = Ash1 ∪
Ash2 ∪ . . .∪Ashi назовем i−одноконусными,
если существует хотя бы один номер j ∈ [1, i]
такой, что n1 ∈ Cone(∆j), n2 ∈ Cone(∆j),
. . .ns ∈ Cone(∆j). Точки n1, n2, . . . , ns

назовем i−разноконусными, если они не
являются i−одноконусными.
(iii) определим операцию "◦i" правилом,
аналогичным правилу (61):

xn1◦ixn2 =

 x(n1+n2) : если точки n1, n2

i−одноконусны,
0 : в противном случае

(65)
(iv) Доопределим операцию "◦i" , разрешив
использовать в качестве ее аргументов не
только мономы вида xn, где n ∈ Ei, но и
0 ∈ Ri и считая в этом случае результат
операции равным 0 ∈ Ri.

Пример. Пусть многоугольник Ньютона Γ
на плоскости имеет вершины v1 = (1, 0), v2 =
(−1,−1), v3 = (0, 1). Тогда старшегранями Γ
будут ∆1 = [v1, v2], ∆2 = [v2, v3], ∆3 = [v3, v1].
Зададим на Γ шеллинг sh = (∆1,∆2,∆3).
Тогда

конус Cone(∆1) содержит точки v1 и v2,
конус Cone(∆2) содержит точки v2 и v3,
конус Cone(∆3) содержит точки v1 и v3.

Оба векторные пространства R2 и R3

трехмерны и содержат базисные векторы
v1, v2, v3. Таким образом мономы xv1 и xv3

принадлежат и R2 и R3, но произведения этих
мономов в R2 и R3 отличаются:

xv1 ◦2 xv3 = 0

xv1 ◦3 xv3 = xv1+v3 ̸= 0

Докажем ассоциативность операции "◦i" на
дискретном множестве базисных векторов
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векторного пространства Ri, расширенном
точкой 0 и продолжим эту операцию на все
векторное пространство Ri.

Утверждение 26. (i) Операция "◦i"
является ассоциативной операцией на
дискретном множестве, состоящем из 0 и
базисных векторов линейного пространства
Ri.
(ii) Произведение произвольного числа
мономов в K-алгебре Ri вычисляется по
правилу

xn1◦i. . .◦ixns =


x(n1+...+ns) : если точки

n1, . . . , ns

i−одноконусны
0 : в противном

случае
(66)

(iii) Продолжение по линейности и
дистрибутивности этой операции на все
линейное пространство Ri задает на Ri

структуру K-алгебры.

Доказательство. (i) При любой расстановке
скобок в произведении трех сомножителей,
один из которых является нулем, а два других
нулем или базисным вектором пространства
Ri, результат вычисления произведения будет
нулем. Поэтому нам остается доказать, что
для любых трех мономов xa, xb и xc в Ri

выполнено равенство

(xa ◦i xb) ◦i xc = xa ◦i (xb ◦i xc) (67)

Если хотя бы один моном из трех является
единичным, то равенство (67) очевидно,
поэтому можно считать, что точки a, b и c
ненулевые. Если три точки a, b и c
одноконусны, то равенство (67) вытекает из
ассоциативности операции сложения в Rd

(xa ◦i xb)◦i xc = x(a+b) ◦i xc = x(a+b)+c = xa+b+c

xa ◦i (xb ◦i xc) = xa ◦i x(b+c) = xa+(b+c) = xa+b+c

Случай 1. Предположим, что

(xa ◦i xb) ◦i xc ̸= 0 (68)

Докажем одноконусность точек a, b и c.
Первый сомножитель в произведении (68) не
равен нулю, поэтому, по определению "◦i"

(xa ◦i xb) = xa+b и значит x(a+b) ◦i xc ̸= 0

Поэтому точки (a+ b) и c i−одноконусны, то
есть среди конусов

Cone(∆1), Cone(∆2), . . . , Cone(∆i)

найдется конус Cone такой, что (a+ b) ∈ Cone
и c ∈ Cone. Так как (xa ◦i xb) ̸= 0 то точки

a и b одноконусны, то есть существует конус
Conej , где 1 ≤ j ≤ i такой, что a ∈ Conej ,
b ∈ Conej и (a + b) ∈ Conej . Таким образом
(a+ b) ∈ Cone ∩ Conej . Если Conej совпадает
с Cone то все три точки принадлежат
Cone и одноконусность доказана. Если же
Conej ̸= Cone, то точка (a + b) принадлежит
пересечению конусов F = Conej ∩ Cone.
Cогласно свойствам граней выпуклого сверх-
удобного симплициального многогранника Γ
множество F является собственной гранью
конуса Cone. Согласно утверждению 5
раздела 2.4. из (a + b) ∈ F следует, что a ∈
F ⊂ Cone и b ∈ F ⊂ Cone. Поэтому все три
показателя степени a, b, c принадлежат одному
и тому же конусу Cone. Тем самым для случая
1 формула (67) доказана.
Случай 2. Предположим, что

(xa ◦i xb) ◦i xc = 0

Докажем, что

xa ◦i (xb ◦i xc) = 0

Предположим противное

xa ◦i (xb ◦i xc) ̸= 0 (69)

Повторяя рассуждения случая 1, получаем,
что три показателя степени a, b, c принадлежат
одному и тому же конусу Cone и значит

(xa ◦ixb)◦ixc = x(a+b) ◦ixc = x(a+b)+c = xa+b+c ̸= 0

что противоречит исходному предположению
(69).

Доказательства (ii) и (iii) предоставляются
читателю.

6.2. Свойства "шеллинга"
кольца A

В Ri определим линейное подпространство Ii,
порожденное мономами, соответствующими
элементам множества Ashi. Тогда базисы
в трех линейных пространствах Ri,
Ri−1 и Ii будут образованы мономами,
соответствующими точкам трех множеств
Ei = (Ash1 ∪Ash2 ∪ . . . ∪Ashi−1) ∪Ashi,
Ei−1 = (Ash1 ∪Ash2 ∪ . . . ∪Ashi−1) и Ashi

соответственно.
При 1 < i ≤ N базис векторного

пространства Ri−1 является подмножеством
базиса пространства Ri, поэтому определены
покоординатное вложение hi : Ri−1 → Ri

и покоординатная проекция πi : Ri →
Ri−1 векторных пространств. Очевидно,
что Ri есть прямая сумма hi(Ri−1) ⊕ Ii и,
как линейное пространство, Ri−1 изоморфно
фактор-пространству Ri/Ii.
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Ньютоновская степень задает на Ri

градуировку. Задав в определении
18 умножение элементов Ri, мы ввели
на Ri структуру градуированной K-
алгебры. Градуированная алгебра Ri

при i = N совпадает с ассоциированным
градуированным кольцом A(Γ).

В формулировке и доказательстве
следующего утверждения число i > 1
будет фиксировано и для упрощения формул
отображения hi, πi будут обозначаться как h и
π соответственно.

Утверждение 27. (a) K-алгебра Ri конечно
порождена мономами, соответствующими
вершинам граней ∆1,∆2, . . . ,∆i и мономами,
отвечающими элементам множеств
Bsh1, Bsh2, . . . , Bshi. (b) линейное
пространство Ii является подалгеброй в Ri,
(c) подалгебра Ii является идеалом в Ri, (d)
при i > 1 для любых мономов xp и xq из Ri−1

выполнено тождество

h(xp◦i−1x
q) = h(xp)◦ih(xq)+r, где r ∈ Ii (70)

(e) фактор-алгебра Ri/Ii изоморфна Ri−1.

Доказательство. (a) вытекает из
утверждения 14. (b)–(c) очевидно вытекают
из утверждения 26, которое задает операцию
умножения в Ri.
Докажем (d). Пусть p, q две точки в (Ash1 ∪
Ash2∪ . . .∪Ashi−1) и xp и xq соответствующие
им два монома в Ri−1. Мы должны найти
добавку r ∈ Ii, обеспечивающую выполнение
тождества (70). Для точек p, q выполнено одно
из трех взаимоисключающих условий.
1) Точки p, q одновременно принадлежат
одному из конусов Cone(∆1), . . . , Cone(∆i−1).
В этом случае, согласно определению 18,
h(xp ◦i−1 x

q) = h(xp) ◦i h(xq) и равенство (70)
выполняется для r = 0.
2) Точки p, q не лежат одновременно ни в
одном из конусов Cone(∆1), . . . , Cone(∆i). В
этом случае, согласно определению 18,
xp ◦i−1 xq = 0 и h(xp) ◦i h(xq) = 0 и снова
равенство (70) выполняется для r = 0.
Осталось разобрать случай:
3) Точки p, q не лежат одновременно ни в
одном из конусов Cone(∆1), . . . , Cone(∆i−1),
то есть xp ◦i−1 xq = 0, но обе лежат в конусе
Cone(∆i), то есть h(xp) ◦i h(xq) ̸= 0.

Докажем, что в этом случае p+ q ∈ Ashi, а
значит, h(xp) ◦i h(xq) = x(p+q) ∈ Ii и равенство
(70) выполнено для r = x(p+q).

Действительно, пусть δ - одна из
подграней коразмерности 1 старшеграни
∆i, лежащая в пересечении ∆i с одной
из граней ∆1,∆2, . . . ,∆i−1 и c - локальная

координатная функция на конусе Cone(∆i),
обращающаяся в 0 на грани δ. Точки
p и q не могут одновременно лежать в
конусе грани δ, так как в этом случае они
одновременно лежали бы в одном из конусов
Cone(∆1), Cone(∆2), . . . , Cone(∆i−1), что
противоречило бы исходному предположению
случая 3). А это значит, что одно из чисел c(p)
и c(q) положительно, а значит, положительно и
число c(p+q), равное c(p)+c(q). Поскольку это
рассуждение применимо для любой подграни
коразмерности один, получающей в результате
пересечения старшеграни ∆i с одной из граней
∆1,∆2, . . . ,∆i−1, то, согласно определению
множества Ashi это и означает, что p + q ∈
Ashi, что завершает доказательство равенства
(70).

Докажем (e). Поскольку ker(π) = Ii,
достаточно доказать, что π : Ri → Ri−1 -
гомоморфизм колец. Так как Ri есть прямая
сумма h(Ri−1) ⊕ Ii, любые два монома A,B
в Ri представимы в виде A = h(a) + u,B =
h(b) + v, где мономы a, b принадлежат Ri−1 и
u, v принадлежат Ii. Поэтому

π(A ◦B) =

π(h(a) ◦i h(b)) + π(h(a) ◦i v + h(b) ◦i u+ u ◦i v) =
π(h(a) ◦i h(b))

Из равенства (70) следует cуществование
такого r ∈ Ii, что:

π(h(a) ◦i h(b)) =
π(h(a ◦i−1 b))− r) =

a ◦i−1 b =

π(A) ◦i−1 π(B)

Мы доказали, что π(A ◦i B) = π(A) ◦i−1 π(B),
то есть доказали, что π - гомоморфизм колец.

7. Коэн-Маколеевость
кольца A(Γ)

В этом разделе будет построена регулярная
последовательность из d однородных
элементов кольца A(Γ) c носителями в
вершинах Γ и предъявлен мономиальный
базис фактор-алгебры кольца A(Γ) по
идеалу, порожденному элементами этой
последовательности. Этот базис состоит из
классов эквивалентности мономов, показатели
степени которых принадлежат множеству
Bsh = Bsh1 ∪Bsh2 ∪ . . .∪BshN , построенному
в разделе 2.5. Мощность этого множества,
согласно утверждению 18(ii), равна µ(Γ) =
d!× V olume(Γ).
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7.1. Определение
невырожденности
последовательности
однородных элементов
f1, f2, . . . , fd кольца A(Γ)
c носителями в вершинах Γ и
построение "шеллинга"
такой последовательности

Обозначим вершины симплициального
многогранника Γ через w1, w2, . . . , wL и
рассмотрим последовательность f1, f2, . . . , fd
элементов кольца A(Γ), заданную формулами:

f1 = c11x
w1 + c12x

w2 + . . .+ c1Lx
wL

f2 = c21x
w1 + c22x

w2 + . . .+ c2Lx
wL

. . .
fd = cd1x

w1 + cd2x
w2 + . . .+ cdLx

wL

(71)

Коэффициенты этих функций образуют d× L
матрицу C с коэффициентами из K. Каждой
вершине Γ соответствует столбец матрицы C,
а каждой старшеграни соответствует d × d
минор.

Определение 19. Последовательность
f1, f2, . . . , fd назовем невырожденной, если все
d× d миноры матрицы C, соответствующие
старшеграням, отличны от нуля.

Существование невырожденных последо-
вательностей можно было бы вывести из
бесконечности поля K. Но в предположении
равенства нулю характеристики поля
K мы предъявим одну невырожденную
последовательность явно.

Пример невырожденной
последовательности.
Начнем с суммы мономов всех вершин Γ

f = xw1 + xw2 + . . .+ xwL

и возьмем последовательность "торических"
частных производных f :

f1 = x1∂f/∂x1, . . . , fd = xd∂f/∂xd (72)

Доказательство невырожденности
последовательности (72). Действительно,
для этой последовательности матрица
C будет состоять из векторов-столбцов
координат вершин многогранника Γ, а
минор, отвечающие любой старшеграни, будет
определителем d × d-матрицы, составленной
из векторов-столбцов координат вершин этой
старшеграни. И ввиду сверх-удобности
многогранника Γ этот определитель не
обращается в ноль.

Для i ∈ [1, N ] построим "ограничения"
f
(i)
1 , f

(i)
2 , . . . , f

(i)
d функций

f1, f2, . . . , fd на K-алгебру Ri. Чтобы из
набора функций f1, f2, . . . , fd получить набор
функций f

(i)
1 , f

(i)
2 , . . . , f

(i)
d нужно в формулах

(71) в каждой строке оставить только
члены с мономами, отвечающими вершинам
многогранника, лежащими в объединении
граней ∆1 ∪ ∆2 ∪ . . . ∪ ∆i. Обозначим
через C(i) матрицу, соответствующую
последовательности f

(i)
1 , f

(i)
2 , . . . , f

(i)
d .

В так построенной последовательности
f
(i)
1 , f

(i)
2 , . . . , f

(i)
d элементов кольца Ri

все миноры матрицы C, отвечающие
старшеграням ∆1,∆2, . . . ,∆i, будут
ненулевыми.

Утверждение 28. Фиксируем i ∈ [1, N ]
и обозначим через w1, w2, . . . , wd вершины
старшеграни ∆i. Тогда (a) существуют
линейные комбинации
θ
(i)
1 , θ

(i)
2 , . . . , θ

(i)
d элементов f

(i)
1 , f

(i)
2 , . . . , f

(i)
d

такие, что каждый моном xw
j , где j ∈ [1, d],

входит с ненулевым коэффициентом только
в комбинацию θ

(i)
j .

(b) Подалгебры K[f
(i)
1 , f

(i)
2 , . . . , f

(i)
d ] и

K[θ
(i)
1 , θ

(i)
2 , . . . , θ

(i)
d ] алгебры Ri совпадают.

Доказательство вытекает из невырожден-
ности последовательности функций
f1, f2, . . . , fd. При использовании этого
утверждения будем считать, что моном xw

j

входит в θ
(i)
j c коэффицентом 1.

7.2. Формулировка основного
технического результата
данной статьи

Сформулируем теперь основной технический
результат данной статьи, относящийся к
градуированной алгебре A(Γ). Результат
состоит в том, что эта градуированная алгебра
обладает свойством коэн-маколеевости.

Теорема 4. Пусть f1, . . . , fd последователь-
ность функций в A(Γ), невырожденная в
смысле определения 19. Для i ∈ [1, N ]
положим

Xi = K[f
(i)
1 , f

(i)
2 , . . . , f

(i)
d ] ⊂ Ri

Тогда
(a) Для любого i ∈ [1, N ] классы
эквивалентности мономов c показателями
степени, пробегающими множество Bsh1 ∪
Bsh2 ∪ . . . ∪ Bshi, порождают Ri как модуль
над Xi;
(b) последовательность f1, f2, . . . , fd
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регулярна и, значит, кольцо A(Γ) является
кольцом Коэна-Маколея;
(c) базис фактор-алгебры алгебры A(Γ) по
идеалу I = (f1, f2, . . . , fd) образуют классы
эквивалентности мономов c показателями
степени, пробегающими множество

Bsh = (Bsh1 ∪Bsh2 ∪ . . . ∪BshN )

Коразмерность идеала I равна

µ(Γ) = d!× V olume(Γ).

Утверждение (a) будет ниже доказано
индукцией по i. Это доказательство и есть
центральное рассуждение данной статьи. Оно
обощает доказательство, приведенное в статье
[10] и переизложенное в [11].

Утверждения (b) и (c) теоремы 4 мы сейчас
выведем из утверждения (a) этой теоремы с
помощью стандартной техники поэлементного
сравнения рядов Пуанкаре, изложенной,
например, в [11]. Это рассуждение оформим
в виде Утверждения 7.3.. Условием
этого утверждения является заключение (a)
Теоремы 4, а из заключений (1), (2) и (3)
утверждения 7.3. следуют заключения (b) и
(c) теоремы 4.

7.3. Вывод утверждений (b) и (c)
теоремы 4 из утверждения
(a) этой теоремы

Утверждение 29. Пусть f1, f2, . . . , fd
последовательность однородных функций
степени M кольца A(Γ). Обозначим через I
и X идеал и подалгебру, порожденные этими
функциями. Если мономы с показателями
степени, пробегающими множество Bsh =
(Bsh1 ∪ Bsh2 ∪ . . . ∪ BshN ), порождают A(Γ)
как модуль над подалгеброй X, то
(1) классы эквивалентности этих мономов
образуют базис фактор-алгебры A(Γ)/I и
коразмерность идеала I равна d!×V olume(Γ);
(2) эти мономы свободно порождают A(Γ)
над X;
(3) последовательность f1, f2, . . . , fd
элементов кольца A(Γ) является регулярной.

Доказательство. Обозначим для
краткости µ(Γ) через µ. Мощность множества
Bsh = (Bsh1∪Bsh2 . . .∪BshN ), определенного
в разделе 2.5., равна µ. Обозначим
через m1,m2, . . . ,mµ - мономы в A(Γ),
отвечающие точкам множества Bsh, через Bsh

K
- конечномерное градуированное с помощью
ньютоновской степени линейное пространство,
порожденное этими мономами и через Q(t)
ряд Пуанкаре H(Bsh

K , t). Докажем, что классы

эквивалентности мономов m1,m2, . . . ,mµ

порождают фактор-алгебру A(Γ)/I над полем
K. Поскольку дано, что мономы, отвечающие
элементам этого множества, порождают A(Γ)
как модуль над подалгеброй X, произвольный
элемент G ∈ A(Γ) представляется в виде

G =

µ∑
i=1

Si(g1, g2, . . . , gd)mi,

где Si ∈ K[x1, x2, . . . , xd]

(73)

Обозначим через si ∈ K свободный член
многочлена Si и перепишем (73) в

G =

µ∑
i=1

simi +

µ∑
i=1

(Si(g1, g2, . . . , gd)− si)mi

(74)
Поскольку каждая разность Si(g1, g2, . . . , gd)−
si принадлежит идеалу I, вторая сумма в
(74) принадлежит идеалу I и, значит, классы
эквивалентности мономов
m1,m2, . . . ,mµ порождают фактор-алгебру
A(Γ)/I. Поэтому выполняется поэлементное
неравенство между рядами Пуанкаре

Q(t) ≥ H(A(Γ)/(f1, f2, f3, . . . , fd), t) (75)

Согласно формуле (58) раздела 4.1.,
проведение последовательной факторизации
A(Γ) по элементам f1, f2, f3, . . . , fd дает
неравенство

H(A(Γ), t) ≤ H(A(Γ)/(f1, f2, f3, . . . , fd), t)
(1− tM )d

(76)
Согласно формуле (56) и утверждению 20, ряд
Пуанкаре K-алгебры A(Γ) равен

H(A(Γ), t) =
Q(t)

(1− tM )d
(77)

где Q(t) есть не что иное, как ряд Пуанкаре
конечномерного линейного пространства Bsh

K ,
порожденного мономами, показатели степени
которых принадлежат множеству Bsh =
(Bsh1 ∪ Bsh2 . . . ∪ BshN ). Подставив (77) в
левую часть (76), получаем

Q(t)

(1− tM )d
≤ H(A(Γ)/(f1, f2, f3, . . . , fd), t)

(1− tM )d

(78)
Умножив поэлементное неравенство (75) на
ряд с неотрицательными коэффициентами

1
(1−tM )d

, получаем

Q(t)

(1− tM )d
≥ H(A(Γ)/(f1, f2, f3, . . . , fd), t)

(1− tM )d

(79)
Из (78) и (79) следует, что

Q(t)

(1− tM )d
=

H(A(Γ)/(f1, f2, f3, . . . , fd), t)
(1− tM )d

(80)
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откуда вытекает, что

Q(t) = H(A(Γ)/(f1, f2, f3, . . . , fd), t)

значит, множество мономов вида xb, где
b ∈ Bsh = (Bsh1 ∪Bsh2 ∪ . . .∪BshN ) образуют
базис фактор-алгебры A(Γ)/(f1, f2, . . . , fd),
что доказывает 29.(1). По теореме 3 из 29.(1)
вытекает 29.(2) и 29.(3).

7.4. Доказательство
утверждения (a) теоремы 4

Введем следующее определение.

Определение 20. Моном m ∈ Ri назовем
представимым в Ri, если m принадлежит
Xi-подмодулю, порожденному в Ri мономами
с показателями степени, пробегающими
множество Bsh = (Bsh1 ∪Bsh2 ∪ . . . ∪Bshi).

Для доказательства утверждения (a)
теоремы 4 будет достаточно установить
представимость любого монома в Ri . Начнем
с доказательства двух вспомогательных
утверждений.

Утверждение 30. Пусть v - вершина
одной из старшеграней ∆1,∆2, . . . ,∆i и xv -
соответствующий моном. Тогда для любого
b ∈ Bshi произведение xv ◦i xb представимо в
Ri.

Доказательство утверждения 30 в
случае v ̸∈ ∆i. Для i > 1 точки множества
Bshi по построению не принадлежат конусам
старшеграней ∆1,∆2, . . . ,∆i−i. Поэтому, если
вершина v не принадлежит грани ∆i, то точки
v и b не могут принадлежать конусу какой-
либо одной старшеграни и, по определению
операции умножения в Ri, произведение
мономов xv ◦i xb равно 0.
Доказательство утверждения 30 в случае
v ∈ ∆i. Если вершина v принадлежит
грани ∆i, то согласно утверждению 28,
существует линейная комбинация θ функций
f
(i)
1 , f

(i)
2 , f

(i)
3 , . . . , f

(i)
d , имеющая вид

θ = xv +
∑
w ̸∈∆i

fwx
w (81)

Умножим в Ri равенство (81) на xb, где b ∈
Bshi. Согласно предыдущему случаю, для
каждого w ̸∈ ∆i произведение fw(x

w ◦i xb)
равно 0 и мы получаем θ ◦i xb = xv ◦i xb, что
означает представимость произведения xv◦ixb,
поскольку θ ∈ Xi.

Утверждение 31. Пусть v1, v2, . . . , vl
- последовательность (возможно с

повторениями) вершин старшеграни ∆i и
b ∈ Bshi. Тогда при l ≥ 1 произведение

xv1 ◦i xv2 ◦i . . . ◦i xvl ◦i xb (82)

представимо в Ri.

Согласно утверждению 28(i), для каждой
вершины v грани ∆i существует линейная
комбинация θ функций f

(i)
1 , f

(i)
2 , f

(i)
3 , . . . , f

(i)
d

имеющая вид

θ = xv + r, где r =
∑
w ̸∈∆i

fwx
w (83)

Построим такое представление для каждой
вершины произведения (82)

θ1 = xv
1 + r1

θ2 = xv
2 + r2

. . .

θl = xv
l + rl

Докажем по индукции несколько более
точное утверждение

(xv1 xv2 . . . xvl)xb = (θ1θ2 . . . θl)x
b (84)

База индукции в доказательстве
формулы 84. Случай l = 1, то есть
представимость произведения xv1xb в виде
произведения θxb разобран в доказательстве
утверждения 30.
Индуктивный переход (l − 1) → l
в доказательстве формулы 84. По
предположению индукции

(xv1 xv2 . . . xvl−1)xb = (θ1θ2 . . . θl−1)x
b

Поэтому

(xv1 xv2 . . . xvl−1)xvlxb =

xvl (xv1 xv2 . . . xvl−1 )xb =

xvl(θ1θ2 . . . θl−1)x
b =

(θ1θ2 . . . θl−1)x
vlxb =

(θ1θ2 . . . θl)x
b

Утверждение 32. Любой элемент
xa, где a ∈ Ashi, представим.

Доказательство. Согласно утверждению
16 раздела 2.4.2., элемент xa может быть
представлен как xa = xvxb, где v ∈ V (∆i) и
b ∈ Bshi. Остается применить утверждение
31.

Доказательство утверждения (a)
теоремы 4. Индукция по i.
База индукции. При i = 1, R1 = A(∆1),
Bsh1 = B(∆1), X1 = V (∆1) и мономы
множества B(∆1) порождают A(∆1) как
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V (∆1)-модуль согласно утверждению 9.
Индуктивный переход (i − 1) → i
в случае, когда множество вершин
не увеличивается. Воспользуемся
обозначениями раздела 6.1.. В этих
обозначениях последовательность функций
f
(i)
1 , f

(i)
2 , f

(i)
3 , . . . , f

(i)
d

совпадает с последовательностью функций
hi(f

(i−1)
1 ), hi(f

(i−1)
2 ), hi(f

(i−1)
3 ), . . . , hi(f

(i−1)
d ).

Запишем Ri в виде hi(Ri−1) ⊕ Ii. Мы
должны показать, что каждый элемент
множества Ri представим. Элементы Ii
имеют вид xa, где a ∈ Ashi. Такие
элементы представимы согласно утверждению
32. Найдем представление для любого
элемента hi(e) ∈ hi(Ri−1). По предположению
индукции, элемент e ∈ Ri−1 представляется
как сумма произведений вида fxb, где
f ∈ Xi−1, b ∈ Bsh1 ∪ Bsh2 ∪ . . . ∪ Bshi−1. Из
равенства 70 и того факта, что Ii является
идеалом, вытекает, что для любых элементов
p и q из Ri−1 выполнено равенство

h(p ◦i−1 q) = h(p) ◦i h(q) + r, где r ∈ Ii

Отсюда легко выводится, что для любого
многочлена P от нескольких переменных и
любых элементов a1, a2, . . . , aj кольца Ri−1

выполняется соотношение

hi(P (a1, a2, . . . , aj) =

P (hi(a1), hi(a2), . . . , hi(aj)) + r, где r ∈ Ii

Применяя это равенство к каждому
произведению fxb, получаем, что элемент
h(e) принадлежит Ii и, значит, представим
согласно утверждению 32.

Индуктивный переход (i − 1) → i
в случае, когда множество вершин
увеличивается на одну вершину. В
этом случае новая грань ∆i содержит d − 1
старую вершину и одну новую вершину,
скажем w. Мономы в Ri можно разделить
на старые, принадлежащие hi(Ri−1) и новые,
соответствующие точкам Ashi. Новые
мономы представимы согласно утверждению
31. Для старых мономов результат умножения
в Ri совпадает с умножением в Ri−1,
точнее, в отличие от предыдущего случая,
вложение K-линейных пространств hi :
Ri−1 → Ri является гомоморфизмом колец.
Единственное, что остается доказать, это
тот факт, что старые мономы, представимые
в Ri−1, остаются представимыми в Ri,
несмотря на изменение в функциях. Каждая
новая функция f

(i)
1 , f

(i)
2 , f

(i)
3 , . . . , f

(i)
d

получается из соответствующей старой
функции добавлением монома w с некоторым

коэффициентом. Обозначим старые и
новые функции буквами θ′1, θ′2, . . . , θ′d и
θ1, θ2, . . . , θd соответственно. Тогда для
некоторых констант λ1, λ2, . . . , λd получаем
следующее выражение старых функций через
новые

θ′1 = θ1 − λ1x
w

θ′2 = θ2 − λ2x
w

. . . (85)
θ′d = θd − λdx

w

По предположению индукции, каждый
моном m в Ri−1 представляется в виде

m =
∑

b∈Bsh1∪Bsh2∪...∪Bshi−1

Pb(θ
′
1, θ

′
2, . . . , θ

′
d)x

b

(86)
Достаточно доказать представимость каждого
члена суммы (86). Выберем один член суммы,
сделаем замену (85) и разложим результат
замены по степеням xw:

Pb(θ1 − λ1x
w, θ2 − λ2x

w, . . . , θd − λdx
w)xb =

S0(θ1, θ2, . . . , θd)x
b+

S1(θ1, θ2, . . . , θd)x
wxb+

S2(θ1, θ2, . . . , θd)(x
w)2xb+

S2(θ1, θ2, . . . , θd)(x
w)3xb+

. . .

(87)

Член с S0 представим по определению. Для
доказательства представимости следующих
членов достаточно доказать представимость
произведений

xwxb, (xw)2xb, (xw)3xb, . . .

Заметим, что новая вершина w не
принадлежит конусам
Cone(∆1), . . . Cone(∆i−1).

Значит, если b ̸∈ Cone(∆i), то произведения
xwxb, (xw)2xb, . . . равны нулю по определению
операции умножения в Ri.

Если же b ∈ Cone(∆i) то эти произведения
принадлежат новому конусу Cone(∆i), но не
принадлежат пересечению этого конуса со
старыми конусами Cone(∆1), . . . Cone(∆i−1).
Значит эти произведения принадлежат Ashi

и потому представимы согласно утверждению
32. Доказательство утверждения (a) теоремы
4 завершено.

8. Основная теорема
Доказательства в данном разделе имеют
рутинный характер и в основном повторяют
рассуждения, как проведенные, так и
опущенные в моей работе 1976 года
[4], опубликованной на французском
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языке. На русском эти доказательства не
публиковались, на английском впервые были
опубликованы в моей статье [8] в 2022
году. В доказательствах используется факт
регулярности последовательности элементов
алгебры A, заданный формулами (72) и
вытекающие из него по теореме 3 следствия.
Сформулируем основную теорему, не опуская
деталей.

8.1. Подробная формулировка
основной теоремы

Теорема 5. (Основная теорема).
Фиксируем
- выпуклый сверх-удобный целочисленный
симплициальный многогранник Γ ⊂ Rd,
- построенное по этому многограннику число
µ(Γ) = d!× V olume(Γ),
- поле K характеристики 0,
- исчерпывающую возрастающую фильтрацию
Ньютона в K-алгебре K[Zd], эту K-алгебру
мы для краткости обозначим через A:

A =
⋃
0≤i

Ai, где K = A0 ⊂ A1 ⊂ A2 ⊂ . . .

- натуральное число M , определяемое
тем условием, что мономы, отвечающие
вершинам многогранника Γ, принадлежат
AM\AM−1,
- исчерпывающую N-фильтрацию в свободном
A-модуле Ad, образованном наборами из
d элементов алгебры A, определенную
соотношениями

(Ad)0 = (Ad)1 = . . . = (Ad)M−1 = 0;

для k ≥ M (Ad)k = (Ak−M )d

- ассоциированную c фильтрацией Ньютона
N-градуированную алгебру gr(K[Zd]), которая
для краткости будет обозначаться A,
- N-градуировку свободного модуль Ad,
образованного наборами из d элементов
алгебры A, определенную соотношениями

(Ad)0 = (Ad)1 = . . . = (Ad)M−1 = 0;

для k ≥ M (Ad)k = (Ak−M )d

- определение ньютоновской степени
элемента g ∈ A, корректное ввиду того, что
фильтрация Ньютона исчерпывающая:

для ненулевого элемента deg(g) = min{n : g ∈ An}
для нулевого элемента deg(0) = −∞
- определение ведущего_члена ненулевого
элемента v ∈ A фильтрованной алгебры,
этот ведущий_член обозначается v̂,
принадлежит Ak, где k = deg(v), и
определяется формулой

v̂ = v +Ak−1 ∈ Ak/Ak−1 = Ak.

- шеллинг sh многогранника Γ,
- построенное по сверх-удобному симплициаль-
ному многограннику Γ и его шеллингу sh
конечное множество

Bsh =
⋃

1≤j≤µ(Γ)

bj ⊂ Zd,

содержащее точку 0 и не содержащее точек
ньютоновской степени выше dM ,
- множество мономов в фильтрованной
алгебре K[Zd]), состоящее из элементов

m1 = xb1 = x0, m2 = xb2 , . . . , mµ = xbµ

- множество мономов в градуированной
алгебре A, состоящее из элементов

m̂1, m̂2, . . . , m̂µ

- конечномерное линейное пространство
W ⊂ Ad d-наборов многочленов
Лорана с носителями, принадлежащими
многограннику Γ
- конечномерное линейное пространство
W ⊂ Ad d-наборов многочленов Лорана с
носителями, принадлежащими границе ∂Γ
многогранника Γ.
- линейное отображение Ведущие_члены:
W → W конечномерных линейных
пространств, которое вычеркивает из
каждой компоненты набора полиномов
Лорана одночлены, соответствующие
внутренним точкам многогранника Γ,
оставляя только члены ньютоновской
степени M , соответствующие мономам
с показателями степени, лежащими на
границе многогранника Γ.

Тогда
(a) Существует открытое по Зарисскому
непустое подмножество NScodim ⊂
W такое, что для любого набора
многочленов [G1, G2, . . . , Gd] ∈ NScodim идеал
(G1, G2, . . . , Gd), порожденный элементами
набора в алгебре A, имеет конечную
коразмерность, равную µ(Γ) и любой элемент
A степени, большей dM , принадлежит
идеалу (G1, G2, . . . , Gd);
(b) для любого набора многочленов
[g1, g2, . . . , gd] ∈ W такого, что набор
из их граничных членов [G1, G2, . . . , Gd]
принадлежит упомянутому в пункте (a)
множеству NScodim, идеал (g1, g2, . . . , gd) ⊂
K[Zd] имеет конечную коразмерность,
равную µ(Γ).
(c) Существует открытое по Зарисскому
непустое подмножество NSbasis ⊂ W такое,
что для любого набора [G1, G2, . . . , Gd] ∈
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NSbasis классы эквивалентности мономов
m̂1, m̂2, . . . , m̂µ образуют базис над K
фактор-алгебры

K[Zd]/(G1, G2, . . . , Gd)

(d) для любого набора многочленов
[g1, g2, . . . , gd] ∈ W такого, что набор
из их граничных членов [G1, G2, . . . , Gd]
принадлежит упомянутому в пункте (с)
множеству NSbasis, идеал (g1, g2, . . . , gd) ⊂
K[Zd] имеет конечную коразмерность,
равную µ(Γ) и классы эквивалентности
мономов m1,m2, . . . ,mµ образуют базис над
K фактор-алгебры

K[Zd]/(g1, g2, . . . , gd)

Замечание. Сокращение NS нужно
расшифровывать как N onS ingular.
Утверждения (b) и (d) можно переформули-
ровать так.

Теорема 6. Пусть задан выпуклый сверх-
удобный целочисленный симплициальный
многогранник Γ и поле K характеристики 0.
Тогда
(b) для полиномов Лорана общего
положения g1, g2, . . . , gd, носители
которых принадлежат многограннику
Γ, коразмерность идеала (g1, g2, . . . , gd),
порожденного этими полиномами в K-алгебре
K[Zd] равна d!× V olume(Γ),
(d) по каждому шеллингу выпуклого, сверх-
удобного целочисленного симплициального
многогранника Γ может быть явно
построено множество мономов

m1,m2, . . . ,mµ,

где µ = d! × V olume(Γ), такое,
что для полиномов Лорана общего
положения g1, g2, . . . , gd, носители
которых принадлежат многограннику Γ,
идеал (g1, g2, . . . , gd) ⊂ K[Zd] имеет
конечную коразмерность, равную µ(Γ)
и классы эквивалентности мономов
m1,m2, . . . ,mµ образуют базис фактор-
алгебры K[Zd]/(g1, g2, . . . , gd).

8.1.1. Доказательство части (a)
теоремы 5 – конечность
коразмерности идеала общего
положения в градуированной
алгебре A

Набросок доказательства. Однородный
идеал (F1, F2, . . . , Fd) является образом
отображения Ad d1−→ A заданного формулой

d1(H1, H2, . . . , Hd) = (H1F1+H2F2+. . .+HdFd)

Это отображение бесконечномерных
линейных пространств сводится к семейству
отображений конечномерных линейных
пространств

(An−M )d
d1(n)−−−→ An, где n ≥ M

В базисах, определяемых мономами,
каждое конечномерное отображение d1(n)
задается своей матрицей, коэффициенты
которой линейно зависят от коэффициентов
многочленов Лорана F1, F2, . . . , Fd ньюто-
новской степени M , эти коэффициенты
образуют конечномерное линейное простран-
ство, которое мы обозначили W. Однородный
идеал (F1, F2, . . . , Fd) имеет конечную
коразмерность, если и только если для
всех n, кроме конечного числа, однородная
компонента An алгебры A принадлежит
идеалу, иными словами, матрица отображения
d1(n) имеет максимально возможный
ранг, равный dimK(An). Из теоремы
4 о регулярности явно выписанной
последовательности (72) и того факта, что
ряд Пуанкаре фактор-алгебры, порожденной
этой регулярной последовательностью,
является многочленом степени dM , вытекает,
что существует по меньшей мере одна
точка в пространстве W для которой все
подпространства An с номерами, большими
dM , лежат в идеале (F1, F2, . . . , Fd) и,
значит, все соответствующие матрицы имеют
максимальный ранг. Фиксируем число n ∈
(dM, 2dM ] и однородную компоненту An.
Обозначим через Sn ⊂ W множество таких
элементов линейного пространства W, для
которых однородная компенента An алгебры
A не принадлежит идеалу (F1, F2, . . . , Fd)
(S от Singular). По известной теореме
линейной алгебры, для немаксимальности
ранга матрицы, задающей отображение

(An−M )d
d1−→ An

необходимо и достаточно обращение в нуль
всех миноров этой матрицы максимальной
размерности. То есть необходимо и достаточно
выполнение некоторого алгебраического
условия на коэффициенты матрицы, а
значит и на коэффициенты многочленов
F1, F2, . . . , Fd. Таким образом Sn является
замкнутым по Зарисскому подмножеством W.
Дополнение к этому подмножеству непусто,
поскольку оно содержит точку (72). Положим

Scodim =
⋃

dM<n≤2dM

Sn

NScodim = W\Scodim

(88)
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непусто, поскольку оно содержит точку (72).
Докажем теперь, что наборы многочленов
из множества NScodim порождают идеалы
конечной коразмерности. Для этого докажем,
что идеал, построенный по набору из
множества NScodim содержит все мономы
ньютоновой степени, большей 2dM . А
для этого достаточно доказать, что любой
такой моном делится на некоторый моном,
принадлежащий идеалу, а именно на моном,
ньютоновская степень которого лежит в
диапазоне (dM, 2dM ].

Утверждение 33. Любой моном в A
ньютоновской степени, большей 2dM ,
делится на некоторый моном, степень
которого лежит в диапазоне (dM, 2dM ].

Доказательство. Согласно утверждению
16, любой моном m ∈ A может быть
представлен в виде m = bw1w2 · · ·wk, где
степень монома b лежит в диапазоне [0, dM ],
а все остальные мономы имеют степень
M . Поскольку степень монома m больше
2dM , произведение bw1w2 · · ·wk не сводится к
моному b. Отщепляя от правого конца этого
произведения группы по d мономов степени
M, то есть последовательно уменьшая степень
произведения на dM , мы рано или поздно
получим произведение bw1w2 · · ·wl, степень
которого лежит в полуинтервале (dM, 2dM ]
длины dM , то есть получим разложение

m = (bw1w2 · · ·wl)(wl+1 · · ·wk)

в котором степень первого сомножителя
лежит в требуемом диапазоне (dM, 2dM ].
Доказательство утверждения 33 закончено.

Итак, для любого набора [F1, F2, . . . , Fd] ∈
NScodim идеал, порожденный элементами
этого набора, содержит все мономы степени,
большой 2dM . То есть конечна коразмерность
идеала, порожденного последовательностью
из d элементов в конечно-порожденной
градуированной алгебре A размерности
d. Но предъявив одну регулярную
последовательность (72) мы доказали, что A
является алгеброй Коэна-Маколея (теорема 4
раздела 7.1.). Поэтому, согласно теореме 3,
последовательность F1, F2, . . . , Fd регулярна
и ряд Пуанкаре фактор-алгебры по идеалу,
порожденному d однородными элементами
степени M дается формулой

H(A/(F1, F2, . . . , Fd), t) = h(A, t)(1− tM )d = Q(t),

причем, согласно результатам раздела
2.4.2., deg(Q) = dM, Q(1) = µ(Γ).
Отсюда вытекает, что для любого d-набора
[F1, F2, . . . , Fd] ∈ NScodim коразмерность

идеала (F1, F2, . . . , Fd) равна µ(Γ) и все
мономы алгебры A степени, большей dM ,
принадлежат идеалу.

Доказательство части (a) основной
теоремы закончено.

8.1.2. Набросок доказательства
утверждения (b) – поднимаем
базис градуированной фактор-
алгебры в фильтрованную
фактор-алгебру

Набросок доказательства. Пусть
[g1, g2, . . . , gd] ∈ W такой набор многочленов,
что
Ведущие_члены ([g1, g2, . . . , gd]) ∈ NScodim.
Обозначим этот набор ведущих членов через
[G1, G2, . . . , Gd]. Согласно части (a) теоремы
5 идеал (G1, G2, . . . , Gd) имеет конечную
коразмерность, равную µ(Γ). Для краткости
обозначим эту коразмерность µ. Фактор-
алгебра A/(G1, G2, . . . , Gd) имеет над K
размерность µ и, значит, имеет базис из µ
элементов, скажем [E1, E2, . . . , Eµ]. Легко
видеть, что в качестве элементов такого базиса
можно выбрать классы эквивалентности
некотороых однородных элементов алгебры A.
А поскольку каждый ненулевой однородный
элемент алгебры A является ведущим членом
некоторого ненулевого элемента алгебры A,
в фильтрованной алгебре A многочленов
Лорана могут быть найдены такие элементы
(e1, e2, . . . , eµ), что [E1, E2, . . . , Eµ] =
[ê1, ê2, . . . , êµ]. Утверждение (b) теоремы 5
будет доказано, если нам удастся установить
два свойства этих элементов e1, e2, . . . , eµ.

Утверждение 34. Классы эквивалентности
элементов e1, e2, . . . , eµ порождают фактор-
алгебру A/(g1, g2, . . . , gd).

Утверждение 35. Классы эквивалентности
элементов e1, e2, . . . , eµ линейно независимы
в фактор-алгебре A/(g1, g2, . . . , gd).

Переформулируем утверждение 34 в
удобных обозначениях

Утверждение 36. (Условие) Предположим,
что идеал (ĝ1, ĝ2, . . . , ĝd) ⊂ A имеет конечную
коразмерность и классы эквивалентности
элементов ê1, ê2, . . . , êµ образуют базис
фактор-алгебры A/(ĝ1, ĝ2, . . . , ĝd).
(Заключение) Тогда имеет конечную
коразмерность идеал (g1, g2, . . . , gd) ⊂
A и классы эквивалентности элементов
e1, e2, . . . , eµ порождают фактор-алгебру
A/(g1, g2, . . . , gd).
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Доказательство утверждения 36.
Достаточно доказать, что произвольный
элемент e ∈ A представим в виде

e =
∑

1≤i≤d

higi+
∑

1≤j≤µ

λjej , где hi ∈ A, λj ∈ K (89)

Элемент 0 очевидно представим. Объединение
нуля и ненулевых элементов нулевой
ньютоновской степени алгебры A образует
одномерное линейное пространство,
порожденное единичным мономом. Ведущий
член этого монома обязательно входит
в мономиальный базис любой фактор-
алгебры по идеалу, порожденному элементами
положителных степеней. Поэтому можно
считать, что при выполнении Условия
утверждения 34 в качестве e1 можно выбрать
единичный моном и потому любой элемент
алгебры A нулевой ньютоновской степени
представим в форме (89).

Для произвольного элемента e ∈
A положительной ньютоновской степени
существует k ≤ deg(e), такое, что элемент
e представим приближенно, с точностью до
некоторого поправочного члена rk ∈ Ak, в
виде

e =
∑

1≤i≤d

higi +
∑

1≤j≤µ

λjej + rk,

где rk ∈ Ak, hi ∈ A, λj ∈ K
(90)

Действительно, существует тривиальное
представление вида (90), в котором k равно
ньютоновской степени элемента e, в качестве
поправочного члена rk взят сам элемент e, а
остальные слагаемые выбраны нулевыми.

Выберем среди непустого множества
всевозможных представлений элемента
e вида (90) какое-нибудь представление
с минимальной ньютоновской степенью
поправочного члена rk. Докажем, что
эта минимальная ньютоновская степень
равна −∞, тем самым мы докажем, что
существует точное представление монома e
вида (89). Таким образом, для доказательства
существования точного представления
элемента e вида (89) достаточно для любого
представления элемента e вида (90) с
ненулевым поправочным членом rk построить
более точное представление с меньшей
ньютоновской степенью поправочного члена.

Доказательство возможности
понижения ньютоновской степени
поправочного члена в приближенном
представлении (90). Рассмотрим элемент
rk ∈ Ak, входящий в представление (90)
и соответствующий элемент r̂k ∈ Ak. По
Условию утверждения 36 элемент r̂k, как и

всякий элемент алгебры A, представляется в
виде:

r̂k =
∑

1≤i≤d

p̂iĝi +
∑

1≤j≤µ

βj êj ,

где pi ∈ Ak, p̂i = pi +Ak−1 ∈ Ak, βj ∈ K
(91)

При k > 0 из (91) вытекает, что

rk =
∑

1≤i≤d

pigi +
∑

1≤j≤µ

βjej + rk−1,

где rk−1 ∈ Ak−1, pi ∈ Ak, βj ∈ K
(92)

Подставляя найденное выражение для
поправочного члена rk в (90) получаем
новое приближенное представление элемента
e с поправочным членом rk−1 меньшей
ньютоновской степени

e =
∑

1≤i≤d

higi +
∑

1≤j≤µ

λjej+∑
1≤i≤d

pigi +
∑

1≤j≤µ

βjej + rk−1 =

∑
1≤i≤d

(hi + pi)gi +
∑

1≤j≤µ

(λi + βj)ej + rk−1,

где ri ∈ Ak−1, hi + pi ∈ A, λi + βj ∈ K
(93)

При k = 0 поправочный член r0
пропорционален e1 и изменение члена λ1e1
превращает приближенное представление (90)
в точное представление (89). Утверждение
36 доказано . Тем самым доказано и
утверждение 34 .

Для доказательства утверждения (b)
теоремы 5 остается доказать утверждение
35. Это доказательство и есть наиболее
сложный этап доказательства утверждения
(b) теоремы 5. На этом этапе нам потребуются
два факта, относящиеся к фильтрованным
и градуированным объектам и регулярным
последовательностям:
- достаточное условие строгости отображения
фильтрованных модулей ( определение 21 и
утверждение 38 ниже),
- известная теорема об обращении в нуль
гомологий размерности 1 комплекса Кошуля
регулярной последовательности однородных
элементов положительных степеней конечно-
порожденной градуированной алгебры над
полем характеристики 0, см. например, [32,
Theorem 06.]

Доказательство утверждения 35. Нам
необходимо доказать, что если некоторая
линейная комбинация

z =
∑

1≤j≤µ

λjej , где λj ∈ K (94)
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принадлежит идеалу (g1, g2, . . . , gd), то есть z
представляется в виде

z =
∑

1≤i≤d

higi, где hi ∈ A (95)

то эта комбинация z тривиальна, то есть:

λ1 = λ2 = . . . λµ = 0 (96)

Докажем (96) от противного. Если
хотя бы один коэффициент в линейной
комбинации (94) отличен от нуля, то
ведущий член ẑ элемента z есть некоторая
нетривиальная линейная комбинация
представителей базисных векторов фактор-
алгебры A/(ĝ1, ĝ2, . . . , ĝµ). Ввиду своей
нетривиальности эта линейная комбинация
базисных векторов отлична от нуля. Значит
и элемент z отличен от нуля и потому имеет
конечную ньютоновскую степень k. Вычислим
ведущий член элемента z ньютоновской
степени k двумя способами, используя
представление z формулой (94) или формулой
(95).

Первый способ. Из формулы (94)
вытекает, что ẑ есть нетривиальная линейная
комбинация тех элементов êj , для которых
ньютонова степень ej равна k:

ẑ =
∑

deg(ej)=k

λj êj , где λj ∈ K (97)

Второй способ. Начнем с представления
(95). Само по себе оно нам ничего не
дает, так как в нем могут участвовать
множители h1, h2, . . . , hd сколь угодно
высоких ньютоновских степеней. Однако
ниже мы докажем, что из существования
какого-нибудь представления (95) элемента
z ньютоновской степени k, а такое
представление нами уже получено, следует
существование такого представления, в
котором каждый из элементов h1, h2, . . . , hd

принадлежат Ak−M :

z =
∑

1≤i≤d

higi, где hi ∈ Ak−M (98)

Поэтому вычисление ведущего члена элемента
z исходя из формулы (98) дает

ẑ =
∑

1≤i≤d

hiĝi, где hi ∈ Ak−M (99)

Сравнивая представления (97) и (99) элемента
ẑ градуированной алгебры A получаем,
что нетривиальная линейная комбинация
представителей базисных векторов фактор-
алгебры A/(ĝ1, ĝ2, . . . , ĝµ) принадлежит

идеалу (ĝ1, ĝ2, . . . , ĝµ). То есть из отрицания
(96) мы вывели существование нетривиального
линейного соотношения между базисными
векторами фактор-алгебры. Полученное
противоречие доказывает равенство (96).

Доказательство существования
представления (98). Ad и A можно
рассматривать как фильтрованные модули
над фильтрованной по Ньютону K-алгеброй
A. Идеал (g1, g2, . . . , gd) можно рассматривать
как образ отображения

Ad ∂1−→ A (100)

фильтрованных модулей, где ∂1 задается
формулой

∂1(h1, h2, . . . , hd) = (h1g1 + h2g2 + . . .+ hdgd)

Существование представления (98) в терминах
отображений фильтрованных модулей
вытекало бы из соотношения

∂1(A
d) ∪Ak = ∂1((A

d)k) для любого k ∈ N
(101)

если бы нам удалось его установить. В
терминах отображений фильтрованных
модулей выполнение соотношения (101)
называется строгостью отображения ∂1.
Поэтому для завершения доказательства
существования представления (98), а
значит, и для завершения доказательства
утверждения 35, а значит, и для завершения
доказательства утверждения (b) теоремы 5,
осталось доказать строгость отображения
∂1. Это доказательство использует
известное достаточное условие строгости
и факт регулярности последовательности
g1, g2, . . . , gd для полиномов общего
положения, доказанный в работе [4] в
общем случае и передоказанный в настоящей
работе для симплициальных многогранников
Ньютона.

Доказательство соотношения (101).

Определение 21. Отображение N-
фильтрованных модулей

Y ∂1−→ Z

называется строгим, если

∂1(Y) ∩ Zk = ∂1(Yk) для любого k ∈ N (102)

Утверждение 37. Пусть Y ∂1−→ Z строгое
отображение фильтрованных модулей.
Тогда,

gr(Z/∂1(Y)) = gr(Z)/gr(∂1)(gr(Y))
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Доказательство следует из определения
градуированных объектов и отображений,
ассоциированных с фильтрованными
объектами и отображениями.

Утверждение 38. Достаточное
условие строгости отображения
фильтрованных модулей. Пусть

X ∂2−→ Y ∂1−→ Z

комплекс фильтрованных модулей, то
есть каждое из отображений ∂2 и ∂1
уважает фильтрацию и композиция этих
отображений равна нулю. Обозначим

gr(X ) = X, gr(Y) = Y, gr(Z) = Z,

gr(∂2) = d2, gr(∂1) = d1
(103)

Предположим, что Y =
⋃

k∈N Yk и
последовательность

X
d2−→ Y

d1−→ Z (104)

точна. Тогда отображение ∂1 является
строгим отображением фильтрованных
модулей.

Отложим на мгновение доказательство
утверждения 38 и применим его в одной
необходимой нам ситуации.

Пример применения утверждения
38 к комплексу Кошуля регулярной
последовательности элементов
ассоциированной градуированной K-
алгебры A. Рассмотрим Ad и A как
фильтрованные модули над фильтрованной
по Ньютону K-алгеброй A. Рассмотрим
два набора [g1, g2, . . . , gd] ∈ Ad и
[G1, G2, . . . , Gd] ∈ Ad таких, что

[G1, G2, . . . , Gd] =

Ведущие_члены([g1, g2, . . . , gd])

и последовательность
(G1, G2, . . . , Gd) регулярна.

Идеал (g1, g2, . . . , gd) ⊂ A может
рассматриваться, как образ отображения ∂1
фильтрованных модулей

Ad ∂1−→ A (105)

заданного формулой

∂1(h1, h2, . . . , hd) = (h1g1 + h2g2 + . . .+ hdgd)

Последовательность отображений (105)
может быть продолжена вправо естественной
проекцией алгебры на фактор-алгебру

Ad ∂1−→ A −→ A/(g1, g2, . . . , gd) (106)

Последовательность отображений (106) может
быть продолжена влево как фрагмент
комплекса Кошуля последовательности
g1, g2, . . . , gd элементов алгебры A

A(d2) ∂2−→ Ad ∂1−→ A −→ A/(g1, g2, . . . , gd) (107)

Перейдем теперь от фильтрованных
объектов и отображений к градуированным.
Ясно, что ассоциированными градуированными
модулями фильтрованных модулей A(d2),
Ad, and A будут модули A(

d
2), Ad,

and A. Последовательность фильтрованных
объектов (107) порождает некоторую
последовательность градуированных объектов,
а именно фрагмент комплекса Кошуля
последовательности G1, G2, . . . , Gd элементов
алгебры A

A(
d
2) d2−→ Ad d1−→ A −→ A/(G1, G2, . . . , Gd)

(108)
Тем самым, в предположении регулярности
последовательности (G1, G2, . . . , Gd) мы
можем применить теорему об обращении в
нуль гомологий размерности 1 комплекса
Кошуля регулярной последовательности
однородных элементов положительных
степеней конечно-порожденной градуированной
алгебры над полем характеристики 0, см.
например, [32, Theorem 06.] и применить
утверждение 38 к первым трем элементам
последовательности градуированных модулей
(107) и к трем элементам последовательности
(106) что докажет строгость отбражение ∂1
в формуле (100). Существенный ингредиент
доказательства строгости отображения
∂1 в формуле (100), это регулярность
последовательности (G1, G2, . . . , Gd), которая
обеспечивается утверждением (a) основной
теоремы (main.a).

Доказательство утверждения 38.
Мы должны доказать соотношение (102).
Рассмотрим ненулевой элемент z в правой
части этого соотношения, то есть элемент
z ∈ ∂(Y) ∩ Zk. Поскольку Y =

⋃
k∈N Yk,

существуют l ≥ k и элемент y ∈ Yl такие
что ∂1y = z ∈ Zk. Положим

k1 = min{n ∈ N : n ≥ k, z ∈ ∂1(Yn)}.

Множество в фигурных скобках непусто, так
как содержит число l, поэтому число k1
корректно определено. Докажем, что k1 = k.
Предположим, что k1 > k. Это означает, что
существует y1 ∈ Yk1 такое, что ∂1y1 = z.
Значит

∂1(y1 + Yk1−1) ⊆ z + Zk1−1 ⊆ Zk1
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Ввиду точности последовательности (104)
существует элемент x ∈ Xk1 такой, что

∂2(x+ Xk1−1) ⊆ y1 + Yk1−1

Отсюда вытекает, что y1 − ∂2x ∈ Yk1−1 и

∂1(y1 − ∂2x) = ∂1y1 = z

То есть мы представили z как образ точки
из множества Yk1−1, что противоречит
определению k1.

Завершение доказательства
утверждения (main.b). Фиксируем набор
[G1, G2, . . . , Gd] ∈ NScodim ⊂ W. Пусть
[g1, g2, . . . , gd] такой элемент W , что

[ĝ1, ĝ2, . . . , ĝd] = [G1, G2, . . . , Gd] ∈ W

Соглаcно утверждению (main.a),
последовательность ĝ1, ĝ2, . . . , ĝd порождает
в A идеал конечной коразмерности,
равной µ(Γ). Следовательно, по
теореме 3, последовательность ĝ1, ĝ2, . . . , ĝd
регулярна. Известно, см., например,
Theorem 06 в [32], что комплекс Кошуля
регулярной последовательности ĝ1, ĝ2, . . . , ĝd
однородных элементов конечно порожденной
градуированной K − алгебры ацикличен в
положительных размерностях, в частности, он
ацикличен в размерности 1. Следовательно,
последовательность

A(
d
2) d2−→ Ad d1−→ A −→ A/(G1, G2, . . . , Gd)

точна в члене Ad. Из предложения 38
следует, что отображение ∂1 в формуле (107)
является строгим. Согласно предложению 37
это означает, что размерность фактор-алгебры
A/(g1, g2, . . . , gd) равна µ(Γ). Доказательство
утверждения (main.b) завершено. □

8.1.3. Доказательство утверждения
(main.c)

Из утверждения 18(i) следует, что множество
Γsh содержит interior(Γ), поэтому конечное
множество Bsh содержит все целые точки Zd

ньютоновской степени, меньшей M . Условия
теоремы 5 описывают конечное множество
мономов

{m1,m2, . . . ,mµ} ⊂ A

Рассмотрим главные члены этих
мономов {m̂1, m̂2, . . . , m̂µ} Их классы
эквивалентности образуют базис фактор-
алгебры A/(f1, f2, . . . , fd) по крайней мере
для одного набора полиномов Лорана, а

именно для кортежа (72). Обозначим через
M множество мономов

{m̂1, m̂2, . . . , m̂µ}

Это множество содержит все мономы степени
Ньютона, меньшие M , не содержит ни
одного монома степени Ньютона, большей
dM , и содержит некоторые мономы степень
Ньютона которых лежит в диапазоне
[M,dM ]. Для n ∈ [M,dM ] обозначим
через Bspacen ⊂ An векторное пространство,
натянутое на все мономы степени Ньютона
n, а через pn : An 7→ An/Bspacen
— проекцию на факторпространство.
Приведенные ниже рассуждения будут
аналогичны доказательству утверждения
(main.a). Однородный идеал (G1, G2, . . . , Gd)

— это образ отображения Ad d1−→ A, заданный
формулой

d1(H1, H2, . . . , Hd) = (H1G1+H2G2+. . .+HdGd)

Это отображение бесконечномерных
векторных пространств сводится к семейству
отображений конечномерных векторных
пространств

(An−M )d
d1,n−−−→ An, где n ≥ M

Построим для каждого n ∈ [M,DM ]
композицию отображений

(An−M )d
d1,n−−−→ An

pn−−→ An/Bspacen, где n ∈ [M,dM ]

Обозначим композицию отображений
d1,n ◦ pn через compositionn. Каждая
композиция является линейным отображением
конечномерных векторных пространств. В
базисах, определяемых мономами, каждое
линейное отображение compositionn задается
своей матрицей, коэффициенты которой
линейно зависят от коэффициентов полиномов
Лорана в кортеже [G1, G2, . . . , Gd] ∈ W.
Фактор любой однородная компонента An ⊂ A
по модулю образа d1,n порожден базисными
мономами тогда и только тогда, когда
прямоугольная матрица compositionn имеет
максимально возможный ранг. Существует
по крайней мере один кортеж, для которого
матрицы всех композиций compositionn, где
n ∈ [M,dM ], имеют максимально возможный
ранг.

Согласно известной теореме линейной
алгебры, для того чтобы ранг прямоугольной
матрицы был немаксимальным, необходимо и
достаточно, чтобы все миноры этой матрицы
максимальной размерности обращались в
нуль. То есть необходимо и достаточно, чтобы
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выполнялось конечное число алгебраических
условий на коэффициенты матрицы.

При доказательстве (main.a) мы построили
в векторном пространстве W конечное число
замкнутых по Зарисскому множеств Sj , где
j ∈ (dM, 2dM ]. Обозначим дополнение к
этим подмножествам в W через NScodim.
Для доказательства утверждения (main.c)
дополнительно определим в W замкнутые
по Зарисскому множества Sn, где n ∈
[M,dM ]. Определим каждое из этих множеств
Sn условием, что матрица отображения
compositionn имеет немаксимальный ранг.
Как показано выше, каждое Sn является
замкнутым по Зарисскому подмножеством W,
дополнение к которому непусто. Обозначим
далее

Sbasis = Scodim ∪ (
⋃

M≤n≤2dM

Sn)

NSbasis = W\Sbasis

(109)

Рассмотрим кортеж G = [G1, G2, . . . , Gd] ∈
NSbasis. Докажем, что фактор-алгебра
A/(G1, G2, . . . , Gd) порождается классами
эквивалентности мономов, принадлежащих
множеству M. Кортеж F не принадлежит
Scodim. Поэтому, согласно (main.a),
коразмерность идеала (F1, F2, . . . , Fd)
равна µ(Γ) и все элементы алгебры A,
степень которых больше dM , принадлежат
идеалу. Другими словами, фактор-алгебра
A/(F1, F2, . . . , Fd) порождается классами
эквивалентности однородных элементов
алгебры A степени n ≤ dM . Докажем,
что каждый однородный элемент фактор-
алгебры степени n ≤ dM является линейной
комбинацией представителей мономов
множества M.

Для любого n < M однородная
компонента An ⊂ A порождается мономами
из множества M. При этом дано, что
кортеж F не принадлежит множеству
Sn. Поэтому по определению Sn любая
однородная компонента An ⊂ A порождается
базисными мономами по модулю образа
d1,n. Таким образом, мы доказали, что
если кортеж F принадлежит непустому
открытому множеству Зариского NSbasis,
то любой однородный элемент фактор-
алгебры A/(F1, F2, . . . , Fd) ньютоновской
степени n ≤ dM разлагается по базису
M. Теперь рассмотрим однородные
элементы степени n > dM . Поскольку
по построению NSbasis ⊂ NScodim, то
из (main.a) следует, что все однородные
элементы фактор-алгебры степени выше
dM обращаются в нуль, и, следовательно,

любой элемент фактор-алгебры разлагается
по классам эквивалентности мономов
множества M. Поскольку мощность этого
множества равна размерности фактор-
алгебры, то классы эквивалентности мономов
множества M образуют базис фактор-
алгебры A/(F1, F2, . . . , Fd). Доказательство
утверждения (main.c) завершено.

8.1.4. Доказательство утверждения
(main.d)

Рассмотрим кортеж полиномов Лорана
[g1, g2, . . . , gd] ∈ W такой, что кортеж
ведущих членов этих полиномов [ĝ1, ĝ2, . . . , ĝd]
принадлежит множеству NSbasis. Согласно
(main.c), классы эквивалентности мономов
m̂1, m̂2, . . . , m̂µ образуют базис над K фактор-
алгебры

K[Zd]/(ĝ1, ĝ2, . . . , ĝd)

Применим предложение 36, взяв в качестве
ê1, ê2, . . . , êµ мономы m̂1, m̂2, . . . , m̂µ.
Получаем, что идеал (g1, g2, . . . , gd) ⊂
K[Zd] имеет конечную коразмерность,
равную µ(Γ), а классы эквивалентности
мономов m1,m2, . . . ,mµ образуют базис
факторалгебры

K[Zd]/(g1, g2, . . . , gd)

Доказательство утверждения (main.d)
завершено.

9. Благодарности
Настоящая работа выполнена по теме FNEF-
2024-0001 государственного задания ФГУ
ФНЦ НИИСИ РАН (регистрационный номер
1023032100070-3-1.2.1).

Работа ориентирована на использование в
учебном процессе высших учебных заведений
РФ в качестве методической поддержки
компьютерных практикумов по выпуклой
геометрии и алгебраической геометрии
с использованием систем компьютерной
алгебры. Поэтому доказательства изложены
достаточно подробно, в стиле конспектов
лекций для студентов 2 курса математических,
компьютерных и инженерных специальностей.
Работа является переработкой англоязычной
публикации автора [8].



60

Arnold’s Piecewise Linear Filtrations,
Analogues of Stanley–Reisner Rings and

Simplicial Newton Polyhedra
Anatoly Kushnirenko

Abstract. Estimating the number of solutions of polynomial systems of equations in terms
of Newton polytopes, in 1974 the author proved that the codimension of the ideal (g1, g2, . . . , gd)
generated in the group algebra K[Zd] over the field K of characteristic 0 by Laurent polynomials of
general position having the same Newton polytope Γ is equal to d!× V olume(Γ).

Assuming that the Newton polyhedron is simplicial and super-convenient (i.e. containing some
neighborhood of the origin), the author re-proves and strengthens the 1974 result by explicitly
indicating the set Bsh of monomials whose equivalence classes form a basis for the quotient algebra
K[Zd]/(g1, g2, . . . , gd). It is proved that the cardinality of this set is equal to d!× V olume(Γ). By a
well-known theorem of commutative algebra, it follows that in the case of an algebraically closed field
K of characteristic 0, the number of solutions of the system of equations g1 = g2 = . . . = gd = 0,
taking into account multiplicities, will be equal to d!× V olume(Γ).

The set Bsh has an analogue of the Dehn-Sommerville property and arises naturally in the process
of calculating the Poincaré series of the linear space of Laurent polynomials equipped with the Arnold-
Newton grading. The inductive construction of the set Bsh relies on the construction of the shelling
sh whose existence for any convex polyhedron was proved in 1971 by Bruggerser and Money. Using
the structure of Bsh, we prove that the associated graded K-algebra grΓ(K[Zd]) constructed from the
Arnold-Newton piecewise linear filtration of the K-algebra K[Zd] has the Cohen-Macaulay property.
Our proof of the Cohen-Macaulay property is a generalization of B. Kind and P. Kleinschmitt’s 1979
proof of the Cohen-Macaulay property of the Stanley-Reisner rings of simplicial complexes admitting
shelling. Using the Cohen-Macaulay property of grΓ(K[Zd]), we prove that for generic Laurent
polynomials (g1, g2, . . . , gd) that have the same Newton polytope Γ, the set Bsh is a monomial basis
of the quotient algebra K[Zd]/(g1, g2, . . . , gd).
The results of the paper can easily be extended to ordinary polynomials and formal series, which will
be the subject of a separate publication.

Keywords: Newton polyhedra; shelling; Cohen–Macoley rings; Kushnirenko Theorem; Dehn–
Sommerville relations; face rings.
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